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Avant-propos

La 10éme conférence de la Société Frangaise de Recherche Opérationnelle et d’Aide a la Déci-
sion (ROADEF 2009) est organisée & Nancy par 'INRIA Nancy Grand Est en collaboration
avec le LORIA et ’ensemble des Universités Lorraine.

Nous sommes heureux que les légendaires grands frimas du Nord Est de la France n’aient pas
effrayés les nombreux participants (environ 300) qui participent & cette conférence et nous
espérons qu’ils trouveront a Nancy un accueil chaleureux et qu’ils sauront consacrer un peu
de temps pour apprécier la ville.

Comme a chaque édition, tous les domaines de la Recherche Opérationnelle et de 1’Aide a la
Décision sont bien représentés et découpés en une soixantaine de sessions sur les trois jours.
Les vainqueurs du « Challenge ROADEF » proposés cette année par AMADEUS recevront
leur prix au diner de Gala, mais il y aura également a cette occasion la remise du prix Robert
FAURE de Recherche Opérationnelle.

La Recherche Opérationnelle, par nature pluridisciplinaire, trouve sa place a Nancy dans le
cadre de la nouvelle Fédération Charles Hermite (créée le ler janvier 2009) qui regroupe les
chercheurs mathématiciens, informaticiens et automaticiens lorrains issus de quatre UMR de
Nancy et de Metz (CRAN, IECN, LORIA et LMAM). Cette fédération a non seulement pour
objectifs de renforcer la visibilité de chaque secteur, mais également de jouer un roéle central
pour dynamiser les recherches transverses.

De nombreuses entreprises et organismes ont accepté de soutenir ’organisation de cette confé-
rence et nous les remercions :
e 1POINT2, AIMMS, ATEJI, CORA, EURODECISION, GO FIRST, IBM-ILOG, KLS-
OPTIM,
e Agence Universitaire de la Francophonie, GDR MACS, GDR RO,
e CNRS, INRIA, LORIA, CRAN, Nancy Université, Université Paul Verlaine de Metz,
e Communauté Urbaine du Grand Nancy, Département de Meurthe et Moselle et la région
LORRAINE.

Le comité d’organisation est composé de membres issus de nombreux organismes lorrains
(Epinal, Metz et Nancy) : du CRAN, de 'INRIA Grand Est, du LGIMP, du LITA et du
LORIA. Tous ont fait de leur mieux. Nous tenons tout particulierement a remercier Anne-
Lise Charbonnier et Nicolas Alcaraz, du service colloques de 'INRIA Grand Est, qui ont
couvert tous les aspects administratifs et une grande partie des aspects matériels.

Nous remercions également tous les re-lecteurs que nous avons sollicité, en particulier pour la
sélection des articles longs.

En vous souhaitons une trés bonne conférence ROADEF 2009 a Nancy.

Ammar Oulamara
Marie-Claude Portmann
Février 2009
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Modulo scheduling for unitary resource-constrained
cyclic problems

A. Benabid! and C. Hanen?

LIP6, 4 place Jussieu, 75252 Paris cedex 05
! Abir.Benabid@lip6.fr,? Claire. Hanen@lip6.fr

Résumé The problem of cyclic scheduling for specialized processors systems is presen-
ted and a worst case analysis of a heuristic scheduling algorithm is studied. A resource
constrained cyclic scheduling problem is characterized by k, the number of types of
functional units employed, m, the maximal number of processors of the same type and
0 the maximal precedence delay. The main problem is to cope with both precedence
and resource constraints which make the problem NP-complete in general.

A guaranteed approach, called decomposed software pipelining, has been proposed by
Gasperoni and Schwiegelshohn, followed by the retiming method by Calland, Darte
and Robert to solve the problem for parallel processors. We present, in this paper,
an extension of this approach to resource-constrained cyclic scheduling problems with
precedence delays and we provide an approximation algorithm. Let A and Aop: be
respectively the period given by the algorithm and the optimal period. We establish

the bound : ) 1
< - - —1).
A< (k+1 mﬂs) Aom+(1 mé) 6—1)

Mots-Clefs. Cyclic scheduling; Precedence constraints; Resource constraints; Per-
formance bound.

1 Introduction

Cyclic scheduling problems have numerous practical application in production systems [1]
as well as in embeded systems [2]. Our research in this field is partically motivated by the
advances in hardware technology, but our results still available for mass production systems.

Embedded architectures used for devices such as mobile, automotive and consumer elec-
tronics need high performance, low silicon implementation costs, low power consumption and
rapid development to ensure minimum time-to-market. Most of todays high performance
applications uses instruction level parallel processors such as VLIW processors [3].

VLIW architectures are mainly used for media processing in embedded devices, and ins-
truction schedules produced by the compiler are a performance critical optimization that has
a direct impact on the overall system cost and energy consumption. High-quality instruction
schedules enable to reduce the operating frequency given real-time processing requirements.
Most of the parallelism present in these systems is expressed in the form of loops.

In this paper, we consider a loop composed of many unit processing tasks that are to
be executed a large number of times. Instruction scheduling for inner loops is also known
as software pipelining [4] and can be modelised by a cyclic scheduling problem. Among the
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different cyclic scheduling frameworks, modulo scheduling [5] is the most successful in pro-
duction compilers. The modulo scheduling focuses on finding a periodic schedule with the
minimal period A.

The classical results of modulo scheduling apply to problems that are too limited to be
of practical use in instruction scheduling in modern processors as well as in mass production
problems. For example, these results assume simple precedence constraints on tasks in a
schedule, instead of precedences with delays like those in pipelined processors, and focus on
machine models where each operation uses one of m identical processors for its execution.

In order to model the software pipelining problem, [6] proposes an extension of the classic
modulo scheduling problem to resource-constrained modulo scheduling problems with prece-
dence delays where the resources are adapted from the renewable resource of the resource-
constrained scheduling problem [7].

We define, in this paper, a special case of this problem where the processing times as well
as the resource demand is unitary, and we present a guaranteed algorithm for these problems.

1.1 Problem formulation

An instance of a unitary resource-constrained cyclic scheduling problem can be defined
by :

— An architecture model defined by P = {P(m-)\l < i< k1l<j < m}, where k
denotes the number of different types of processors and m,; denotes the number of type

i processors. Let m, = max m,..
1<r<k

— Precedence graph G(V, E) where :

-V = {Ti}1<i<n is a set of n tasks with unit processing time. To each task 7} is
associated a binary vector {b%}i<,<x over the resource types, such that T} uses b
units of resource of type r during its execution.

— F is a set of edges defining uniform dependence relations denoted by T; QALY T}
where the delay l;; and the height h;; are positive integers. l;; and h;; model the fact
that the task T} at iteration ¢ has to be issued at least /;; time units after the start
of task ¢ in iteration ¢ — h;;. We denote by 6 = max [;;.

(T3, Ty)eE
Notice that this model generalize the classical parallel processors statements (in which k = 1
-i.e. there is a unique type of processors) as well as typed tasks systems where each binary
vector {b%}1<,<x has only one positive component. Let us illustrate the notions of tasks,
iterations, delays and heights with the following example. We will work on this example

throughout the paper.

The loop has n = 7 tasks, each one is executed N times. N is a given parameter represen-
ting the number of iterations and can be very large. The associated precedence graph G(V, E)
is given in Figure 1. Values of /;; and h;; are displayed next to the corresponding arc. The
resource request {b¢, b} of each task T; is highlighted next to the corresponding node.
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Fig. 1. An example of precedence graph G(V, E).

A resource-constrained cyclic scheduling problem is to find a schedule ¢ that assigns an
issue time (T}, q) for each task occurence (T3, q) such that for all r € {1,--- , k} the number
of tasks issued on processors of the same type r is at most equal to m,., and

lm'a}m'
(Ti EAEd Tj) = 0(T5,q) +lij < o(Tj,q+ hij) VgeN

The modulo scheduling focuses on finding a periodic schedule with the minimal period A
such that :
Vi € {17 an}vaE N: O—(EaQ) = U(TZ,0)+(] A

Periodic schedules are of high interest from a practical point of view, because their represen-
tation is compact so that they can be easily implemented in real systems.

1.2 Decomposed software pipelining

Generating an optimal resource constrained cyclic scheduling with minimal period is
known to be NP-hard. To overcome this NP-hardness, we used the decomposed software
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pipelining approach introduced simultaneously by Gasperoni and Schwiegelsohn [8], and by
Wang, Eisenbeis, Jourdan and Su [9]. The main idea is to decouple the problem into de-
pendence constraints and resource constraints so as to decompose the problem into two sub-
problems : a cyclic scheduling problem ignoring resource constraints, and a standard acyclic
graph for which efficient techniques are known.

Gasperoni and Schwiegelshohn give an efficiency bound to the period A for the problem
with m identical processors and precedences without delays. Let A,,¢ be the optimal (smallest)
period. For unit execution tasks, this bound is given by the following inequality :

1
v (2 L)

Darte et al. [10] presents a heuristic based on circuit retiming algorithms to generalize
the efficiency bound given for Gasperoni-Schwiegelshohn algorithm. The main idea is to use
a retiming R to decide which edges to cut in G(V, E) so as to make it acyclic.

R:V — Z, V(Ti,Tj) S f?7 R(TJ) + hij - R(Tz) >0

A legal retiming for G of Figure 1 is given in Table 1

Tab. 1. A retiming R of G.

Tasks Th T T3 Tx Ts Ts Ty

R 0 1 0 2 2 0 1

Then, we define the acyclic graph G by keeping only the arcs of G for which R(T}) +
hij — R(T;) = 0. We add two pseudo-tasks Start and Stop with null processing times and no
resource use :

— Start is a predecessor of each task with lstgre,7; = 0,VI; € V.

— Stop is a successor of each task with I, giop = max 1, VI; € V.
T;€Suce(T;)

Let 7% be any (non cyclic) schedule of G™ that fulfills the resource constraints as well as
the precedences induced by G™. We note 7% the start time of task 7} in this schedule. Then,
setting A\® = ”57‘315011 and for any task T},

o®(Ti,q) =7 + (q+ R(T;)) A®

we get the following result :

Lemma 1. o® is a feasible periodic schedule of G with period \®.

Proof. First, we prove that, at any time slot ¢, the tasks scheduled at ¢ in ¢ meet the

resource constraints. We note F; the set of tasks for which one of occurence is scheduled at ¢.
Let T; and T} be two tasks in F;. We note g and ¢’ their corresponding occurences such that
t=0oR(T;,q) = c™(T};,q'). Hence,
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o®(Ti,q) = o*(Tj,q)
T4 (¢ + R(T)) AR = 7R + (¢ + R(Ty)) A\®

TR — 7+ (R(T;) = R(T) +qd — q) AR = 0. (1)

Since 7% < 7T§top = AR for all T; € V, the equality (1) gives :

3

7R =R and R(T;) + ¢ = R(T}) + ¢

Hence, T; and T are performed on the same time slot 7% in 7. Thus, T; € F,= and
then F; C F_»

Since 7R fullfills the resource constraints induced by G®, F.= (and then F};) meets the
resource constraints.

For precedence constraints, we need to prove that, V(1;,T;) € E, Vg € N :

oR(Ti,q) + iy < o™(Ty, q + hij)
& 1+ (g + R(T))A® + 1y < 78+ (¢4 R(Ty) + hig) AR

Hence, we have to verify that inequality (2) is satisfied for each (T3,T;) in E and for any
q €N
TR =l + 1 < (R(T)) — R(T:) + haj) AR (2)

Case 1. : (T;,T;) € GR
Then, R(Tj) — R(T;) + hij = 0. Since 7 fullfills the precedence constraints induced by
GR,
7T,’L-R —+ lij S ’/T;R.
Hence, inequality 2 is satisfied.

Case 2. : (T;,T;) ¢ G®
Thus, R(T;) — R(T;) + hi; > 0. And then,
ﬂ?*’ﬂ}z%»lij S WZ;+lz]

TrStop

)\R

N(R(T)) = R(T;) + hij)

which achieves the proof.

VARVANRVAN

]

Now, the idea, previously used by [8] and [10] is to choose a particular retiming and use a
guaranteed algorithm to get a schedule 7* of G™*, and then to extend the guarantee to the
induced periodic schedule.

List scheduling algorithms are the most used heuristics for scheduling with precedence
and resource constraints. Chou, in [11] proves that for typed tasks systems with precedence
delays these algorithms have the following worst case performance :

Mg

Cmaac S (k + 1- %) Czﬁfz
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Fig. 2. The acyclic graph gi-

ven by the retiming R. Fig. 3. A pattern generated by a list scheduling of G : A® = 8.

We thus propose the following generic algorithm 1 to solve our problem, by using a list
algorithm to produce 7*. Figures 2 and 3 illustrate the algorithm on our example.

The acyclic graph provided by the retiming R is given by Figure 2 and its corresponding
list scheduling allocation is presented in Figure 3. The makespan of this pattern is A = 8
and it gives the period of the modulo scheduling of G. The different steps of this heuristic are
illustrated by algorithm 1.

Algorithm 1: Extended DSP
1. Find a legal retiming R for G;

2. for Ti,Tz'} € F do
\; if R(T]) — R(TZ) -+ hij =0 then

| keep (T;,T;) in G ; add nodes Start and Stop;

3. Perform a list scheduling on G™ coping with both precedence and resource constraints.
Compute 7% the start time of task T} in this schedule and A® = Chrae (GR) = 7T7Sztop;
4. Define the cyclic schedule o™ by :
for 1 <¢< N do
L for T; € V do

| o®(Ti,q) = 7F + A (q + R(T1));

2 Worst case analysis

In this section we analyze the worst case performance of algorithm 1 in general, making
use of the proof of Chou [11] for list scheduling. Then, we show that using some particular

retiming, that can be computed in polynomial time, we can get an overall guarantee for the
Extended DSP algorithm.
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2.1 Minimal length of pattern

Consider a dependence graph G. An acyclic graph G* is obtained by a retiming R. Then,
we schedule G™ by a list algorithm and generate a pattern 7. We note ¢ the length (sum
of the delays) of the longest path in G®. Let A\°P! be the optimal period of G.

We consider two types of bounds obtained from resource and precedence constraints.

Resource bound :

Lemma 2. For each type i, let u; and m; be respectively the number of tasks using resource
type i and the number of machines of type i. Then,

Wi
Proof. The shortest time required to complete the tasks of type i is —. Furthermore, the
m

i
length of the optimal period A°P! is not shorter than the time required to schedule any type

Uj
of tasks. Hence, \°?* > max —. m
1<i<k m;

Precedence bounds on schedule 7% :
Let 7% be a schedule induced by a list algorithm on G™. In order to reveal the dependencies

among tasks, we classify the time slots into three kinds :

1. A full slot t; is a time slot in which at least all the processors of a certain type are
executing tasks.

2. A partial slot ¢, is a time slot in which at least one processor of each type is idle.
3. A delay slot t4 is a time slot in which all processors are idle.

We note :
— p : the number of partial slots in 7.

— d : the number of delay slots in 7.

Lemma 3. The partial-slots lemma :
If ©® contains p partial slots and d delay slots, then ¢™ > p+d.

Proof. We prove this lemma by finding a chain h =< T},,---,T};, > in 7% such that the
length of h is at least equal to p + d.

Let T}, = Stop and assume that we already have a chain < Tj,,,,---,Tj;, >. Consider, if
it exists, the predecessor T}, of Tj,., such that 71']7»3 + 15, 54, s maximum.

The construction of h leads to the following observation : All the slots before w}? or
between 7T;R +1; 5,4, and 71']7-3+1 (if they exist) are full slots and in which there is no available
processor in a type of resource used by Tj Otherwise, T}, , would have been scheduled
earlier by the list algorithm.

Therefore, all the p partial slots and d delay slots are covered by the intervals [ﬂﬁ, TR+

Ji
lj, jis1), so that the length of h is not less than p + d. Thus, PR>p+d m

i+1° i+1
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Lemma 4. The delay-slots lemma :

If aR contains d delay slots, then ¢™ > d + [%-‘ .

Proof. The schedule is computed by a list algorithm, then the number of any consecutive
delay slots is not greater than § — 1. Consider the chain h defined in the previous lemma.
All the delay slots are included in Ulgigc_l[ﬂ}f +1, ﬂ'JR + 15,41 )» since at time 7T;’-§, Tj, is
performed. Now the length of each interval [wﬁ +1, w}f +1j,.4,., ) is less than § — 1. So it holds
that ¢(d —1) > d. The length of h is thus not less than d plus the number of the chained tasks

W . Thus, ¢ > d + {LJ.-

d
hich i ter th —
¢, which is greater than {51 5

2.2 Performance bound

Here we define the notations to be used below :
1<i<k
u; : the number of tasks using resources of type 3.
v; : the number of tasks using resources of type ¢ which are scheduled in partial slots in

ﬂ.R

V = Ui<i<kv; : the set of tasks which are scheduled in partial slots in R,

Consider the pattern 7% :

MR = number of non-idle cycles + number of idle cycles.
where the second term on the right hand side is composed of the number of idle cycles
associated with ¢y, those associated with ¢4 and those associated with ¢,,.
1. The number of idle cycles per processor associated with t4 is equal to Md.
2. The number of idle cycles per processor associated with ¢, is at most equal to Mp — |V]|.
3. Using Lemma 2, the number of idle cycles associated with ¢; is bounded by the following

value :
U; — Uy
< D (M —my) m
1<i<k w ;
<Y (M—mi)# = > (M —m)—
1<i<k t1<i<k g
< D (Mmoo = O =)
1<i<k
< (kM — MNPt — (M x)m
my
Then,
\%4
MAR < MNP+ (kM — M)XP* — (M — mx)# + Mp—|V]|+ Md
4 :

< kMNP — (M —mg)— + Mp — |V| + Md

my
< kM )Pt fMM + Mp+ Md

x
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|[V| is the number of tasks scheduled in the partial slots, since each partial slot contains
at least one task, |V| > p. Thus,

A<kt - 2oy
m

x

1 1
<EXP' 4+ (1— —)(p+d)+—d

"1 51 s
<EXPE 4 (1 — — Ay 2 20-1 0y
< +( mx)(er) 77%”55 F—

1 d
<EXP 4 (1—-—)(p+d) + —
My My

-1
—(d+ [ )

d
From Lemmas 3 and 4, we have ¢® > p+d and ¢™ > d + (m] Then,
1 1 6-1

AR <EXNPE 4 (1 — —)pR 4 ———¢F
mf mg O
< k)\opt 1— R

Theorem 1 Consider a dependence graph G. Let R be a legal retiming R on G and ¢* the
length of the longest path in G®. Then,

AR 1\ ¢
ng‘L(l_—mza)W'

2.3 Choosing a good retiming

In order to improve the performance bound, it seems important to minimize the ratio
between ¢® and \°P!. So if we have a good lower bound LB of \°P*, using theorem 7 in [12],
we can verify the existence of a legal retiming R’ such that ¢* < LB < \°P!. If such retiming
exists, we have a performance guarantee of :

R 1

<kl
oot =R HLT TS

An another approach consists on minimizing the length of the longest path in the pattern.
There are well-known retiming algorithms [12] to minimize ¢™. Let Ropt a retiming for which
the length of the longest path in the acyclic graph G™er¢ is minimal. We note it ¢°P*. We also
denote by 0. an optimal periodic schedule for unlimited resources (with period A ).

Lemma 5.
Aoo + 0 —1 quom.

Proof. Consider an optimal cyclic schedule o, for unlimited resources. Let us definer : V —
[0, \oc — 1] and R : V — Z such that :

0oo(Ts,q) = r(T3) + Ao (¢ + R(T})), VT, € V,¥g € N

Then, the precedence constraint for each edge (T3,T;) € E is :
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Uoo(Ti;Q)'f'lij oo(T7Q+h1j)

<
7(Ti) + Aso (g + R(T3)) + lij < 7(Ty) + Ao (g + hij + R(T}))
r(T3) + lij < r(T}) + Aso (hij + R(Ty) — R(T3))

[10] proved that R defines a valid retiming for G. Furthermore, G* is obtained by keeping
the edges of G for which R(T}) + hi; — R(T;) = 0. Thus ,

r(Ti) + iy < r(Ty), V(T;,T;) € E
Let h =<1}, -+ ,Tj,, Stop > be a chain in GR.
T(Tji) + ljujzurl < T( ]7+1 VZ € {1 - 1}’

By summing up these ¢ — 1 inequalities, we have

Tj, +Zl.]la]7+l = ’c)

c—1
Thus, Zlhh“ < r(Tj,). This inequality is true for any chain of G™ in particular for the

i=1
longest path in G™. Hence,

E Ui, j...+ max 1 p —maXgeguee(T: ) ik < (7T},
- JirJi41 keSuce(T;, ) Je €Succ(Ty,) Yjek = ( JL)

oR
¢R -0 < )\oo -

Hence, ¢® —§ < Ao — 1 and since ¢°P* < ¢, we have the desired result. m

Finally, using theorem 1 applied to Rop¢, we have

1
)\Rom S k}\opt + (1 o _)¢opt

< kNP 4 (1— —)A® +5—1
( mé)( )
< kAP 4 (1— — )\t 451
( 1 mxé)( 1 )
< (k4+1——=)NP 4 (1— 0—1
_( mxé) ( mxé)( )

Theorem 2 Consider a dependence graph G. Let Rop: be a retiming on G that minimize the
length of the longest path in G®. Then,

1 1
Ropt < 1- ot 4 (1 — —1).
A _(k+ xé)A +( 15)(5 )
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3 Conclusion

Instruction scheduling, which takes place when compiling applications for modern proces-
sors, affects critically the performance of the the overall system cost and energy consumption.

In this paper, we presented a generalized model of instruction scheduling but our results
are still available for applications in production systems problems.

We have built upon results of [8,10,11] and extended them to propose a guaranteed heu-
ristic for unitary resource-constrained modulo scheduling problems. A worst case analysis of
this heuristic is explored and a performance bound is established. It is the first guarantee
derived for cyclic scheduling problems in the case of many different resources.

We point out that it would be interesting to derive algorithms more sophisticated than
list scheduling to improve this performance bound.

Finally, it would be worth to study the importance of choosing a good retiming and its
impact on the performance guarantee. Good lower bounds for the optimal period would give
a better guarantee.
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Résumé Our study is devoted to the evaluation of schedules of parallel applications
consisting of a set of stochastic tasks having precedence constraints between them. This
is an important issue when the goal is to evaluate the efficiency and the robustness of
a schedule. In this case, evaluating the makespan consists to evaluate an arithmetic
expression with random variables. Results show that our proposed method provides a
reasonable trade-off between precision and computation time.

Mots-Clefs. Stochastic DAG; Random Variable ; Max+ ; Correlation.

1 Introduction

Nowadays systems are full of uncertainties. This is especially the case when executing an
application on a parallel distributed system. In this case, the application can be modeled by
a DAG (directed acyclic graph) where each task and message are represented by a node and
an edge, respectively. Executing this application on the environment requires to schedule the
DAG, i.e., assign each task to a processor and define the order of execution. In this context,
uncertainties can come from different factors : task costs that cannot be deterministically
predicted (exact duration are obtained once executed) ; system models are too simplistic and
do not capture all the phenomena (cache effect, system performance, etc.) ; costs depend on
data inputs (for different data set, duration change).

When communication and task durations cannot be known deterministically, we can model
these durations with random variables (RVs). Therefore, the duration of the schedule (the
makespan) is also a RV and is defined by a distribution. However, evaluating precisely the
makespan distribution of one schedule with stochastic costs is difficult (it is shown to be
#P-Complete? in [8] when distributions are discrete).

This study is mainly motivated by off-line scheduling that consists in preparing a good
schedule before an application’s execution. This minimizes the cost of dynamic re-scheduling
and simplifies the implementation. However, this step need to be the fastest possible and
requires evaluation phases. Therefore, in order to design efficient scheduling heuristics, we
need an efficient evaluation scheme for characterizing the makespan distribution.

In this work, we assume that the scheduling heuristic is given and we address the problem
of approximating the makespan distribution when tasks and communication durations are

3 intuitively a #P problem consists in counting the number of solutions to a NP problem.
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modeled by a RV. We target two metrics : the efficiency of the schedule (given by the mean
of the makespan distribution) and the robustness of the schedule (the ability to absorb some
degree of uncertainty in task and communication duration). More precisely, we define the ro-
bustness as the system’s capacity to give the same output independently of inputs’ variations.
It is shown in [4] that a good metric for this criterion is the variance of the makespan (the
narrower the distribution, the lower the variance and the less uncertainty in the application
execution time).

Unfortunately, as shown in the next section, existing approximation methods either favor
precision or quickness, and do not present an acceptable trade-off.

The contribution of this paper is to propose a mechanism based on Clark’s moment mat-
ching approach [6] that considers correlations between each RV and that approximates tightly
the true mean and variance of the makespan with an acceptable complexity.

2 Related work

Evaluating the makespan distribution is central to many problematics and exhibits some
variations in each concerned field. It was first introduced in [11] as evaluation of PERT
(Program Evaluation and Review Technique) networks (graphs where vertices correspond
to activities with stochastic durations). Estimating the duration probability distribution
of such projects involves applying addition and maximum on RVs (random variables). A
large number of articles were published later in the field of operations research on that sub-
ject [3,7,9,10,12,14,17]. Scientists are also concerned by this issue when representing a parallel
application as a stochastic DAG [18,5]. In this case, duplication can be allowed for perfor-
mance or reliability reasons [1], and involves the evaluation of minimum operations. The
problem is also known as STA (statistical timing analysis) in the field of digital circuit op-
timization where signal delay distributions among all chips has to be approximated. In such
cases, spatial correlations between delays need to be tackled, which increases even more the
complexity of the problem.

Since the concerned literature is huge, we focus on 3 kinds of contributions : approaches
based on Clark’s formulas; bounding methods; and, Monte Carlo simulations. In [6], Clark
proposes formulas for computing the first 4 moments of the maximum of 2 possibly dependent
Gaussians. In [14], Sculli derives a method for evaluating the makespan by considering only
the first 2 moments. This approach is similar to ours, except that all correlations are ignored.
In [9], Kamburowski provides bounds on the result by using a similar approach. Mostly focused
on spatial correlations, many articles related to STA problem do not present in detail how to
deal with correlations due to re-convergent paths. For example, the authors of [13] describe
how to apply principal component analysis that addresses directly the existence of spatial
correlations.

Martin and Dodin [12,7] provided an upper bound by transforming a DAG into a series-
parallel graph, which can be accurately evaluated in polynomial time. Although lot of work
has been proposed to produce tight bounds [10], we prefer to obtain quickly the most accurate
result even if no guarantee is available.

Finally, research has been conducted in order to develop Monte Carlo simulations [17,3].
The idea resides in computing deterministically the makespan by instantiating each RV a large
number of times. This allows computing the empirical distribution function, which converges
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to the true law of the makespan. Although precise, these methods require too much time to
be used inside a scheduling heuristic.

3 Model

We assume that the DAG, the target platform and the schedule are given. Based on these
inputs (DAG, platform, schedule), we compute a new DAG with the same set of vertices
but with new edges that comes from execution ordering constraints defined by the schedule.
These edges are called transitive edges [15] and assure the correct execution order of the
application. Then, we transform all the communication edges into vertices with appropriate
costs for a simpler model. Lastly, the stochastic DAG is obtained by separating vertices into
two sets (alongside with the insertion of some necessary pseudo-vertices, as explain later) to
discriminate maximum from minimum operations.

In such stochastic DAG, G = (V, E), each vertex of V represents a RV (random variable)
and edges represent dependencies between these RVs. Since we allow schedule with dupli-
cations, we characterize 2 disjoint subsets of V' : Vi, for maximums, and V5, for minimums
(with V3 UVa C V). When a node has several predecessors, there are three cases. If there is no
duplicate among the predecessors, it is put in V; (it is a regular join in the application DAG).
If its predecessors (communications put aside) are only duplicates of the same task, this node
is put in V5. Otherwise, when only a strict subset of the predecessors are duplicated tasks,
insertions of vertices with zero cost occur : we add a pseudo-vertex of null duration, which is
put in V5, for regrouping the precedence constraints of each duplicated preceding task. A last
vertex, belonging to V), is connected to these inserted vertices and guarantees that the task
begins when at least one duplicate of every predecessors is finished.

To summarize, a single edge between two vertices corresponds to the addition of their RVs.
When several edges are connected towards the same node, we have two different operations.
A mazimum of the RVs if the arriving node is in Vi and a minimum of the RVs if the node is
in V5. Intuitively, we use a maximum when all the predecessors need to finish their executions
to start the task, and we use a minimum when only one predecessor (a duplicate) is needed
to start the task.

In its most basic form, the problem consists to evaluate computationally mathematical
expressions formed by a sequence of maximum, minimum and addition operations on possibly
dependent RVs. Our objective is to characterize the probability density function of the results
of such expressions.

Formally, f denotes the function that maps each vertex to a RV and g the function that
maps each vertex to the RV representing its ending time.

— Pred(v) = {v; : (v;,v) € E}

~ Vv € Vi, g(v) = maXy,; ePred(v) g(vi) + f(v)

~ Vv € Va,g(v) = My, cpred(v) g(vi) + f(v)

For each other vertex (v € V\(V4 N V3)), which are those having only one predecessor
(denoted as v;), the local RV is added to the expression (namely, g(v) = g(v;) + f(v)).

An example is depicted on Figure 1. First, a DAG is represented in a) and contains 6
vertices with communication costs corresponding to each precedence constraint. From this
graph, we generate a schedule (the b) diagram) where task T3 is duplicated. All the other
tasks are assigned to one of the 2 available processors and local communications are assumed
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to have negligible durations. Since durations are RVs, a precise schedule (with deterministic
starting and ending times) cannot be generated, and our schedule only specifies assignments
and execution orders. The graph c) is obtained from this schedule by keeping required com-
munication costs (those that take place between distinct processors) and by adding transitive
edges (edges specifying the order of execution on one processor). The final graph d) illustrates
the transformation realized in order to separate vertices into sets V; and V5. Indeed, some of
the predecessors of vertex Ty in graph c) are duplicated tasks, except T». Thus, we create a
pseudo vertex T, that has a zero cost and is put in V5 (light gray vertices), while Ty belongs
to V1 (dark gray vertices). Finally, the objective is to compute the end time of the exit vertex,
9(T6), and the complete expression that need to be evaluated is the following (each f are
removed for clarity) :

Ts + max( Ty + max(To + 11, T; + min(Ts5 + To + 11, ¢34 + T35 + c13 + T1)),
cs6 + T5 + min(ess + T3 + 1o + 11, T3 + ci3 + 11))

This representation allows modeling many expressions with additions, minimums and
maximums. It is easy to see that for the exit node vexis of the DAG, the size of the expanded
expression from which g(vexit) results is proportional to the number of paths in the DAG.
However, the number of paths in a DAG can be exponential. Therefore, we need a way to
precisely approximate the computation of this expression. This is what is proposed in the
next section.

4 Method

4.1 Assumptions

Our starting assumption is that the resulting RV (random variable) follows a Gaussian
distribution. Indeed, for sufficiently large graph (for which an exact evaluation is intractable),
the evaluated expression contains additions of a large number of RVs. If we suppose that
maximum and minimum operations do not have a significant influence and that RVs are
mostly independents, we can apply the central limit theorem and state that the resulting RV
is approximately normally distributed. The following facts tend to worsen this approximation :
low graph’s depth; highly dependents RVs; not normal RVs; and, maximum and minimum
operations applied to similar terms. However, experiments show that this normality hypothesis
is often verified [4].

The second assumption is that each intermediate RV can be reduced to its mean and
variance. These are the minimal values needed for exact additions. For maximums and mini-
mums, we suppose the resulting RV to be also a Gaussian. Therefore, for each RV, only the
pair mean /variance is considered. Once again, the closer initial distributions are to normals,
the more this approximation is accurate. Also, when maximums and minimums are applied
to RVs with different characteristics, the result is more precise.

Lastly, Clark’s moment matching approach is applied to non-normal distributions when
doing maximums, and the impact on the overall precision is assumed to be negligible.

The efficiency of our method depends on the correctness of these assumptions and will be
discussed later.
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c13 Ty 34 Ty _ﬁ
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Fig. 1. Example of a graph to evaluate (light gray vertices for minimums and dark gray for maxi-
mums)

4.2 Operation rules

Our proposed method is based on Clark’s formulas [6] for determining the first 2 moments
of the maximum of 2 Gaussians while taking into account their correlations. We recall these
formulas and propose equivalent derivations for the minimum operation.

Let us consider two RVs, € and 7, with respective means p. and pu,, and variances o2

and 03]. Let pe,, be the linear correlation coefficient between ¢ and n (this will be discussed

22 T .
later). Let ¢(x) = \/%6_7 and @(x) = fjoo o(t)dt. Finally, let pmax and o2, (resp. fimin
and 02, and psum and o2, ) be the mean and variance of the maximum (resp. minimum

and sum) of € and 7. We extend Clark’s formulas for the minimum operation as follows :

_ 2 2
a= \/06 +o; - 20:0,pen
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_ He Tty
a

e = 1:8(0) + 1 B(~a) + ap(a) (1)

Oax = (12 + 02)D(0) + (2 + 02)D(—)
+ (pe + pin)ap(a) — pinay (2)

Mmin = /J/aé(_a) + Mné(a) - ago(oz) (3)

Omin = (M2 + 02)D(=a) + (up + 07)P(a)

— (pe + pn)ag(a) — pi, (4)
Hsum = He + [y (5)
O—SU.III = Ug + 2050Up€7n + O',,27 (6)

Additionally, Clark proposed a formula for determining correlations between RVs (exten-
ded to the minimum case by us) :

0epreP(a) + opprn®P(—a)
p'r,max(s,n) = L L (7)

Umax

Ocpre@(—a) + oppr nP(
Pr,min(e,n) = ( ) 4T ( ) (8)

Omin

OcPr.e + Onpr,
Pr,sum(e,n) = =0t WA (9)

Osum

4.3 Algorithm

The main problem resides in the characterization of correlations between each RV. Since
the previous formulation exhibits an overlapping sub-structure, sub-optimal computations
occur when determining the correlation coefficient between two RVs with a classic top-down
recursion.

Therefore, we use a dynamic programming method with a bottom-up approach. A 2n x
2n symmetric matrix P containing each pyr(u.) f(v;)s Pf(vi),g(v;) a0d Pg(v;),g(v;) 18 used for
memoization.

The DAG has then to be traversed in a topological order (vertices are ordered such that
Yv;,v; € Vi < j = {vj,v;} ¢ E) while the matrix P is updated at each step. This avoids
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to recompute any coefficient. The initial data consists in the correlation coefficients bet-
ween each RV, pre,.) r(v;), which are supposed to be known (this allows tackling spatial
correlations for STA). In the case of task or activity scheduling, costs are independent, i.e.,
ViF Gy Prwi). s (o) = 0 80d pru) pon) = 1.

Each step are described in Algorithm 1. When the in-degree of a vertex is strictly greater
than 2, maximums or minimums are computed pairwise in an arbitrary order.

Algorithm 1 Cordyn dynamic programming algorithm

1: for all i € [1..n] do
2: if v € V5 then

3 let 7 = maX, ; ePred(v;) g(?}j)

4 compute pu, and o, with Eq. 1 and 2

5 for all j € [1... — 1] do

6: compute pr 4(»;) with Eq. 7

7 end for

8: else

9: analogously to v € Vi but with Eq. 3, 4, and 8
10: end if

11: compute fg(v;) = fsum(r,f(v;)) A Tg(u,) = Tsum(r, f(v;)) With Eq. 5 and 6
12:  for all j € [1..i — 1] do

13: compute pg(v;),g(v;) with Eq. 9 and update P
14:  end for

15:  for all j € [1..n] do

16: compute pg(v;),f(v;) with Eq. 9 and update P
17:  end for

18: end for

In order to determine the complexity of this algorithm, we introduce some notations : let
deg™ (v) be the in-degree of vertex v, |V| = n and |E| = m. The most costly steps consist
to characterize the correlations between the maximum of several RVs and each previous
RVs (at line 6). Determining one correlation coefficient costs O(deg™ (v;)) operations and
is repeated ¢ times for each RV. Thus, the final time complexity is O(}_)_, (ideg™ (v;))) =
O(nm). Moreover, the method need O(n?) space elements for storing matrix P.

Figure 2 depicts all the evaluation steps on a small graph where costs follow exponential
laws with rate 1. These characteristics present the main limitations of our method.

6 2*End times| Sculli | Cordyn [Monte Carlo
m o2 [ o2 [ 72
9(T1) T]1]1]1 1] 1
) 9(T») 22222 2
9(T5) 22222 2
g(T1)  |3.802.36|3.56|2.68|3.50] 3.25

Fig. 2. Example of intermediate values in an unfavorable situation
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5 Experimental results

The experimental analysis of our heuristic involves two parts : first, we generate random
DAGs and platforms. Good schedules are obtained with the Hul heuristic [5]. Then, we
evaluate the makespan with our algorithm (denoted as Cordyn), with Sculli’s approach [14],
and with a method based on Monte Carlo simulations. Our main metric that characterizes
the precision of the methods under study is the relative error between the theoretical and
the estimated variance (more critical than the mean’s error). With 1.000.000 simulations, the
Monte Carlo method generates our reference results. Indeed, by keeping our assumption that
the makespan is normally distributed, the relative error on the variance can be estimated with
a confidence level of 99% to be less than 0.33%. On the overall, roughly 1 thousand schedules
are generated.

A first category of DAG is obtained from the Strassen algorithm description, which consti-
tutes a concrete application. For being representative, two other categories are obtained
through random generation accordingly to Tobita’s and Kasahara’s methods [16], namely
samepred (each created node can be connected to any other existing nodes) and layrpred
(nodes are arranged by layers).

The distributions of the costs in the task graphs follow either a Beta, an exponential, or a
normal distribution. The selected Beta distribution parameters are such that the probability
distribution corresponds to our observations and expectations. For this purpose, we need a
well-defined nonzero mode (implying o > 1) and more small values than large ones (meaning
we should have a right-skewed probability distribution, thus 8 > «). Therefore, we select
a=2and 3 =5.

Every parameter used to settle tasks graphs are summarized in Table 1, alongside with
some selected values. For each type of graph, we vary the number of tasks, average execution
and communication costs, the average number of edges per node, the distributions and the
associated uncertainty level (UL, the ratio between the maximum and the minimum of a RV
(random variable), or between the 0.999-quantile and the 0.001-quantile when the extrema are
infinite). Hence, the larger the UL, the greater each RV’s variance. Additionally, we change
the seed to obtain different graphs. Finally, we model heterogeneity by using the coefficient-
of-variation (COV) that defines a ratio between the mean and the standard deviation of a
given value in order to have a relative dispersion metric (see [2] for more details). In our
case, we use a Gamma distribution to obtain the values inside each given graph. Some of
the parameters are ignored for Strassen graphs : average communication cost (it is already
induced by the number of tasks and average execution cost), costs’ COV (the coefficient-of-
variation associated with these 2 costs is zero) and the average number of edges per node.
Besides, numbers of tasks are instead : 23, 163, and 1143.

If not otherwise specified, parameters values are set to n = 100, UL = 1.1, and the edge
density of the graph (number of edges per node) is 3.

In all figures, measures are depicted with boxplots (five-number summary : the extreme
of the lower whisker, the first quartile, the median, the third quartile and the extreme of the
upper whisker). The whiskers extend to the most extreme data point which is no more than
1.5 times the interquartile range from the closest quartile. Values of any data points which lie
beyond the extremes of the whiskers are also represented (the outliers). We see on Figure 3
that our heuristic has a much better precision than Sculli’s approach, particularly for large
instances. It can also be noted that the precision does not degrade as the size increases. The
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Parameter Values

Type of graph Strassen samepred layrpred
Number of tasks (n) 10 100 1000

Application’s seed 0123456789

Average execution cost (FLOP) 10M 100M 1G

Average communication cost (B) 10k 100k 1M

Costs’” COV 0.001 0.10.30512
Average number of edges per node 1. 3. 5.

Distribution Beta Exponential Gaussian
UL 1.0001 1.1 1215235
UL’s COV 0.001 0.1 0.3 0.51 2

Tab. 1. Task graph parameters
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Fig. 3. Influence of DAG size (number of RVs) on the precision of the makespan evaluation

explanation lies in the accumulation of the errors done by ignoring correlations in Sculli’s
approach when DAGs become larger.

However, as can be seen on Figure 4, the main drawback concerns the speed of our method.
Indeed, Sculli’s method has a time complexity O(n) and a space complexity O(n 4+ m) while
ours has a time complexity O(nm) and a space complexity O(n?). This restricts its application
to static scheduling of medium-size DAGs (where Sculli’s approach is too much imprecise and
Monte Carlo method too slow), or evaluations, without time constraints, of schedules of
extremely high sizes (where Monte Carlo method would also be too costly).

On Figure 5, we see the influence of UL values. Although precision decreases dramatically
with higher UL on Sculli’s approach, our method remains acceptable (1%) even for high value.
The reason of these degradations comes from the approximation done when considering the
maximum of 2 RVs as a Gaussian. The approximation is better when the ratio between the
absolute difference of the 2 initial RV’s means and their variances is large. When UL increases,
this ratio decreases on average making our method less accurate as a consequence.
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Fig. 4. Influence of DAG size (number of RVs) on the time performance

Other parameters were tested : DAG’s type, heterogeneity of the uncertainty (UL’s COV),
edge density (average number of edges per node), variation of task durations (average exe-
cution cost and costs’ COV), etc. However, no significant conclusion could be drawn from
these tests (Cordyn is always better than Scully’s method and results do not depend on the
parameters values). As an example, we show the effect of edge density on Figure 6.

The same scheduling heuristic is applied to each DAG. In this case, a bias on our experi-
mental study is possible. However, the large number of generated DAGs and their diversity
minimize this risk. In addition, the Hul heuristic produces compact schedules, which lowers
the validity of our assumptions and makes the problem harder to solve with our approach.
Indeed, Hul produces efficient and robust schedules, which are often the most compact pos-
sible. Also, a compact schedule reduces the depth of the obtained stochastic DAG (due to the
insertion of transitive edges), introduces more dependencies (for the same reason), and in-
creases the likelihood of having similar RVs on which maximums or minimums are performed.
In these circumstances, the possible bias is unfavorable to our method.

6 Conclusion

A schedule is said to be robust if it is able to absorb some degree of uncertainty. Evaluating
the efficiency and the robustness of the schedule of an application modeled by tasks and
communications with stochastic durations is a #P complete problem.

However, it is important to have a precise approximation method in order to evaluate the
quality of a given schedule in order to design efficient scheduling heuristics in this context.

We have developed a precise approximation scheme that can be used in any fields (ope-
ration research, parallelism or STA) since correlations between any pair of RVs are exploited
by our algorithm. Its precision is better than an existing fast method, i.e., Sculli’s approach,
especially when the degree of uncertainty is high (input RVs have large variance).
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Fig. 5. Influence of the uncertainty (UL)

However, the efficiency could still be improved. Both time and space complexity are not
optimal since most of the calculated correlation coefficients are not used or only once. It is
part of the future work to reduce this complexity. This raises some pitfalls since it involves
to find the best topological order in which the DAG should be traversed and to characterize
efficient data structures.
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Résumé Cet article se situe dans le cadre de la décision multi-attributs et traite de
I'optimisation de requétes de choix, c’est-a-dire de la détermination de I’élément préféré
par un décideur parmi un ensemble combinatoire d’alternatives. Nous supposons que
celles-ci sont décrites a l’aide de n-uplets de caractéristiques (les attributs). Par ailleurs,
les préférences du décideur sur ces n-uplets sont supposées représentables par une fonc-
tion d’utilité GAI-décomposable. Une telle fonction exploite des indépendances entre
attributs afin de décomposer 1'utilité sur 1’espace des alternatives en une somme de
fonctions définies sur des sous-espaces de tailles réduites, permettant ainsi d’utiliser ce
modele sur de trés grands ensembles d’alternatives. Elle offre un bon compromis entre
pouvoir descriptif et compacité de la représentation. Les utilités GAI-décomposables
sont représentables graphiquement a l’aide de « réseaux GAI ». Lorsqu’elle n’est pas
trop dense, cette structure graphique peut étre exploitée afin d’obtenir des algorithmes
efficaces pour résoudre les problémes de choix ou de rangement (détermination des M
éléments préférés). Toutefois, lorsque les réseaux GAI sont denses, ¢’est-a-dire lorsqu’il
existe de nombreuses dépendances entre attributs, ces algorithmes deviennent inutili-
sables car leur complexité croit rapidement en fonction de ces dépendances. Nous pro-
posons dans cet article un nouvel algorithme d’inférence capable de résoudre de maniére
exacte des problémes de choix sur de tels réseaux GAI. Afin d’en montrer 'intérét pra-
tique, nous fournissons des résultats d’expérimentations comparant les performances
de notre algorithme par rapport aux algorithmes d’inférence classiques.

Mots-Clefs. Décision multiattribut; Modeles graphiques; Réseaux GAI; Optimisa-
tion ; Fonctions d’utilité ; Problémes de choix.

1 Introduction

La théorie de la décision s’attache & modéliser les préférences d’un individu (le décideur)
afin de pouvoir l'aider a prendre les « meilleures » décisions possibles dans des contextes ou
la prise de décision est complexe, par exemple lorsque celle-ci integre la prise en compte de
nombreux critéres contradictoires. Longtemps cantonnés a des problémes relevant de 1’éco-
nométrie [14,20,8], les modeles décisionnels ont trouvé, depuis quelques années, de nombreux
débouchés chez le grand public, notamment avec les systémes interactifs d’aide a la décision
et les systemes de recommandation pour le web, ces applications nécessitant de disposer de
modeles permettant de manipuler les préférences des utilisateurs afin de fournir des recom-
mandations fondées sur leurs préférences. Ces nouvelles applications ont, elles-mémes, mis en
évidence la nécessité de développer des systéemes de représentation compacte des préférences
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réalisant un bon compromis entre deux aspects contradictoires : i) le besoin de modeles suffi-
samment riches et flexibles pour décrire des comportements de décision sophistiqués; et ii) la
nécessité pratique de maintenir Peffort d’élicitation des préférences a un niveau admissible et
aussi le besoin de procédures efficaces pour résoudre des problemes d’optimisation fondés sur
des préférences. Les représentations compactes des préférences ont donc tout naturellement
suscité I'intérét des chercheurs en théorie de la décision, tant en ce qui concerne les modeles
qualitatifs de préférences que des modeles quantitatifs. Les premiers ont donné lieu a des
modeles graphiques (compacts) tels que les CP-nets (Conditional Preference networks) [3,4]
ou les TCP-nets [5], et les seconds ont donné lieu a des modeéles tels que les UCP-nets [2], les
CUT-nets [12] et les réseaux GAI (Generalized Additive Independence networks) [15,6].

Les représentations compactes qualitatives telles que les CP-nets ont I'avantage de ne re-
quérir qu'un nombre limité de questions a poser au décideur afin d’éliciter ses préférences.
Elles sont donc particulierement adaptées a des applications telles que des systemes de recom-
mandation. En revanche, elles ne permettent pas de décrire tres finement les préférences et,
dés lors qu’une description fine est nécessaire (par exemple dans des applications stratégiques
pour Uentreprise), il est préférable d’utiliser des modeéles quantitatifs compacts s’appuyant sur
des fonctions d’utilité [2], comme par exemple des réseaux GAI. Ce type de modéle nécessite
une élicitation des préférences plus approfondie qu'un CP-net, et donc un temps d’élicitation
plus long, mais en contrepartie il offre un cadre plus efficace pour manipuler les préférences
du décideur et pour 'aider dans sa prise de décision. Dans la suite de cet article, nous nous
placerons dans le cadre des modeles quantitatifs, et plus précisément dans un cadre ou les
préférences du décideur sont représentées par des fonctions d’utilité GAI-décomposables.

Dans ce contexte, les alternatives sur lesquelles portent les préférences sont décrites par
un n-uplet de caractéristiques appelées attributs. L’espace induit est donc combinatoire et sa
taille explose avec le nombre d’attributs. En pratique, on ne peut donc ni décrire en extension
les préférences sur cet espace, ni parcourir ses éléments afin d’éliciter les préférences ou d’en
déterminer 1’élément optimal. Afin de limiter cette explosion combinatoire, une idée répandue
consiste a considérer tous les attributs indépendants, ce qui induit une représentation additive
des préférences, a la fois compacte et efficace [13,22,1]. Malheureusement, il est rare qu’elle
décrive finement les préférences car il existe souvent des dépendances entre attributs. On peut
toutefois envisager des généralisations des utilités additives qui limitent I’explosion combina-
toire tout en ayant un pouvoir descriptif accru, par exemple les utilités multilinéaires [20],
et les utilités GAI-décomposables. Ici, nous n’étudierons que ces dernicres. Le modele GAI
exploite seulement les indépendances existant entre attributs pour décomposer la fonction
d’utilité sur I'espace des alternatives en une somme de sous-utilités sur des sous-espaces de
tailles réduites. Ainsi, il permet de décrire des préférences sur des ensembles d’alternatives de
grandes dimensions tout en utilisant une taille de stockage raisonnable. Le modele graphique
sous-jacent, le réseau GAI, permet, lui, une élicitation efficace des préférences [15,6,16]. La
résolution des problemes de choix avec des réseaux GAI est habituellement réalisée par des
algorithmes similaires a l'inférence dans les réseaux bayésiens [27,23,11,16]. Leur complexité
est égale a la somme des tailles des sous-espaces sur lesquels portent les sous-utilités. Des lors
que ceux-ci sont de petites tailles, ils sont tres performants. En revanche, lorsque certaines
sous-fonctions d’utilité contiennent beaucoup d’attributs, les performances de ces algorithmes
d’inférence s’effondrent du fait de I’explosion combinatoire ainsi engendrée. L’objet de cet ar-
ticle est donc de proposer un nouvel algorithme permettant de traiter ce type de cas.
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Notons que 'inférence dans les réseaux GAI est un probleme NP-difficile [7]. Toutefois,
I’algorithme que nous présentons dans cet article se révele en pratique bien plus rapide que
les algorithmes classiques et permet de résoudre en un temps raisonnable des problémes de
choix que l'on ne pouvait envisager de résoudre auparavant. En particulier, il permet de
résoudre efficacement des problemes de décision collective dans lesquels chaque individu a
des préférences GAI-décomposables et dont le critére & optimiser est non linéaire (min-max
regret, max de la norme de Tchebycheff pondérée, etc) [17]. L’idée consiste & approcher par
exces la « vraie » fonction d’utilité du décideur a l'aide d’une somme de sous-utilités définies
sur des sous-espaces d’attributs de tailles bornées. Ce faisant, cette somme ne représente plus
exactement les préférences du décideur. Cela étant dit, nous montrerons que I’on peut résoudre
de maniére exacte le probléme de choix d’origine en résolvant un probleme de rangement avec
cette nouvelle fonction. Les expérimentations montrent que le nouvel algorithme ainsi produit
est, en pratique, exponentiellement plus rapide que les algorithmes classiques.

Le plan de 'article est le suivant : nous rappelons dans la section 2 les bases de la décom-
position GAI et du modele graphique associé : le réseau GAI. Nous y décrivons en particulier
I’algorithme classique d’inférence habituellement utilisé pour résoudre les problémes de choix
avec réseaux GAI. Dans la section 3, nous proposons notre nouvel algorithme d’inférence et
nous montrons, dans la section 4, son efficacité en pratique. Enfin, dans la section 5, nous
discutons des limites de cette nouvelle approche ainsi que de quelques extensions possibles.

2 Le modéle GAI

Dans 'article, nous noterons X ’ensemble des alternatives sur lesquelles portent les pré-
férences du décideur et nous supposerons que chaque objet x de X peut étre décrit par un
n-uplet d’attributs (x1,...,2,), c’est-a-dire X = H?:l X;, ou X, représente le iéme attribut.
Ainsi, si X correspond a I’ensemble des menus possibles d’un restaurant, les attributs pour-
ront correspondre aux entrées, plats, desserts et vins possibles (voir 'exemple 1 ci-dessous).
Nous supposerons en outre que la relation de préférence du décideur = sur X est un pré-
ordre large total (condition nécessaire & ce que - soit représentable par une utilité). Ainsi,
Vr,y € X, x 7 y signifie que le décideur préfere x & y, ou bien qu'il est indifférent entre x et y.
Classiquement, on définit > et ~ respectivement comme les parties asymétrique et symétrique
de . Dans la suite, il sera courant de projeter un élément de X’ sur un sous-ensemble de ses
attributs. Pour cela, nous utiliserons la notation suivante : étant donné un sous-ensemble Y’
des indices des attributs de X, autrement dit Y C {1,...,n}, xy correspondra & la projection
de x € X sur les attributs indicés par Y. Ainsi, si Y = {é1,...,ém}, alors zy = (24,,...,2;,,).
Lorsque Y est un singleton, Y = {i}, par abus de notation, on notera x; = zy = Tysy-

2.1 Décomposition et réseau GAI

Sous certaines hypotheses [10], la relation de préférence 7 est représentable par une fonc-
tion d’utilité, c’est-a-dire une fonction v : X — R telle que Va,y € X, =z Zy < u(x) >
u(y). Cette représentation quantitative des préférences est trés populaire car, une fois utilité
u élicitée (déterminée), on peut 'utiliser dans un solveur pour déterminer, par exemple, I’é1é-
ment préféré du décideur (probléme de choix). Toutefois, cette formulation est trop générale
pour étre utilisable en pratique. Par exemple, si X' est décrit a ’aide de n attributs, chacun
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ayant au moins 2 valeurs, |X| > 2". On devra donc poser des questions au décideur pour
déterminer plus de 2™ valeurs de la fonction u, ce qui est irréaliste des lors que n est grand.
Or, en pratique, il est assez rare que les attributs soient tous dépendants les uns des autres.
En se fondant sur des hypothéses d’indépendance entre attributs (ou groupes d’attributs), on
peut décomposer 'utilité u en une somme de sous-fonctions définies sur des sous-espaces de
X et, par conséquent, de plus petites tailles. La décomposition la plus populaire est la décom-
position additive [29,20], qui décompose u comme une somme de fonctions ne dépendant que
d’un seul attribut : u(z) = Y., u;(z;). Elle présente I'avantage d’étre une représentation
trés compacte des préférences et de garantir une résolution rapide du probléme de choix (en
O(nmax;{|X;|})), mais elle présuppose qu’il n’y ait aucune interaction entre les attributs, ce
qui n’est pas toujours vérifié en pratique, comme nous le montre I’exemple suivant :

Ezemple 1. Considérons un ensemble X = (X7, Xa, X3) de menus dans un restaurant, avec
des plats de résistance X; = {viande(V'), poisson(P)}, des boissons X5 = {vin rouge (R),vin
blanc (B)} et des desserts X3 = {cake(C), sorbet(S)}. Supposons que le décideur attache une
forte importance a ce que le vin s’accorde avec son plat (donc du vin rouge pour la viande, et du
vin blanc pour du poisson), qu’en second lieu, il préfére la viande au poisson, et que, dans une
moindre mesure, pour les desserts, il préfere le cake au sorbet apres avoir mangé du poisson, et
le contraire aprés la viande (afin d’éviter que le repas soit trop lourd). Ces préférences ne sont
pas irrationnelles, mais elles ne s’accordent pas avec une décomposition en utilités additives car
(V,R,C) = (P,R,C) = u1(V) > u1(P) alors que (P,B,C) >~ (V,B,C) = u1(P) > ui (V).
Dans ce cas, on s’apercoit que les interactions entre les attributs X; et X5 d’une part, et X;
et X3 d’autre part, empéchent la décomposition en utilités additives. Toutefois, le modele
pourrait étre décomposé en posant : u(x) = u1 2(x1, 2) + u1,3(z1, x3). En effet, on pourrait
représenter pleinement les préférences du décideur en fixant : uq 2(V, R) = 6; u1,2(P, B) = 4;
ul’g(‘/, B) =2 3 ULQ(P, R) =0 3 U1’3(V; C) = 0; Ulyg(‘/, S) =1 y U1’3(P, C) =1 y U173(P, S) =0.
On pourrait objecter que cette nouvelle décomposition de w n’est pas compacte puisqu’elle
nécessite 8 parametres, comme celle de u. En réalité, ceci est dii uniquement a la faible taille
de I'exemple. Supposons maintenant que chaque attribut ait m valeurs possibles, alors la
nouvelle décomposition de u exigera une capacité de stockage de I'ordre de 2m? au lieu de
m? pour la représentation en extension de u. On obtient donc un gain dés lors que m > 2.

Un telle décomposition, avec possibilité d’interaction entre attributs, est appelée une dé-
composition GAI [13,1]. Elle généralise les notions d’utilités additives et multilinéaires et est,
de plus, tres flexible puisqu’elle ne fait aucune présupposition sur le type d’interaction liant
les attributs. Cette décomposition peut étre décrite plus formellement de la facon suivante :

DEfinition 1 (décomposition GAI). Soit X = [[[_, X; et C1,...,C}, des sous-ensembles
de N ={1,...,n} tels que N = Ule Ci. Vi, on note X¢, = [[cc, Xj. L utilité u représentant
7~ est dite GAI-décomposable selon les X¢, ssi il existe des fonctions u; : X¢, — R telles que
u(z) = Zle ui(ze,), Vo = (z1,...,2,) € X, 00 x¢, est la projection de x sur Xc,.

Une décomposition GAI peut étre représentée par une structure graphique appelée réseau
GALI [15], similaire aux arbres de jonction utilisés pour les réseaux bayésiens [18,9] :

DEfinition 2 (Arbre de jonction). Soit 2 = {Xi,...,X,} un ensemble fini et V =
{Xey,- -, X} un recouvrement de Z. Un graphe non orienté G = (V, &) est un arbre de
jonction si et seulement si ¢’est un arbre tel que :
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1 V(Xci’XCj) e¢, Xg, mXCj #;

2. (Propriété d’intersection courante) Pour tout couple de sommets (X¢,, Xc;) tels que
Xc,NX¢, = Xs,, #, il eviste une chaine les reliant dans G telle que, pour chaque noeud
Xc, de cette chaine, Xs,, C Xc, .

Les noeuds de V sont appelés cliques et les arétes (Xc,, Xc,) € € sont étiquetées par Xs,; et
sont appelées séparateurs.

DEfinition 3 (Réseau GAI). Soit X = [[I_, X; et Ci,...,C) des sous-ensembles de
N ={1,...,n} tels que N = Ule C;. Supposons que = soit représentable par une utilité
GAI-décomposable vérifiant u(zx) = Zle ui(xc;) pour tout x € X. Alors un réseau GAI
représentant u est un arbre de jonction dont les neuds sont Xc,, ..., Xc,.

Les cliques sont dessinées sous forme d’ellipses, et les séparateurs sous forme de rectangles.
Dans cet article, nous supposerons que le réseau GAI est un arbre. Ceci n’est nullement res-
trictif car il est toujours possible de se ramener a un réseau de cette forme en effectuant
une triangulation de graphe [15]. La définition 3 nous indique que les cliques du réseau GAI
doivent étre I’ensemble des variables des sous-utilités de la décomposition GAI. Par exemple
si u(A,B,C,D,E,F,G,H) = u1(A,B,C) + uz2(A,G) + u3(B, D) + us(B, F) + us(D, E) +
ug(D, H), alors les cliques seront ABC, AG, BD, BF, DE, DH (voir la figure 1). Les sépa-
rateurs peuvent étre identifiés par un algorithme vérifiant la propriété d’intersection courante
(voir & ce sujet la littérature sur les réseaux bayésiens, et plus particulierement [9]). Au sein
du réseau GAI, les sous-utilités sont stockées dans la clique leur correspondant.

(4o \p|-©B
BE-B] DB

Fig. 1. Un arbre GAI

(ABO— BI~BD)

2.2 Procédure de choix

Déterminer D'alternative préférée du décideur lorsque les préférences de ce dernier sont
représentées par le réseau GAI de la figure 1 est équivalent a résoudre :

max  uy(a,b,c)+ uz(a,g) + us(b,d) + ua(b, ) + us(d, e) + ug(d, h).
a,b,c,d,e,f,g,h
Ce probleme peut étre résolu efficacement en éliminant les variables une a une. D’apres la
propriété d’intersection courante, les cliques extérieures du réseau GAI, c’est-a-dire les feuilles
de ce graphe, ont des variables qui ne se retrouvent dans aucune autre clique. Cela suggere de
les éliminer en premier de I’équation ci-dessus, puis de recommencer avec les cliques voisines, et
ce jusqu’a avoir parcouru toutes les cliques. On peut donc envisager la résolution du probleme
de choix par une séquence d’absorptions de cliques par leurs voisines dans le graphe (voir ci-
dessous), en partant des cliques extérieures du réseau (les feuilles) et en se déplacant vers les
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cliques intérieures. Lors de chaque absorption, on maximise localement la sous-utilité contenue
dans la clique absorbée, et on envoie le résultat a une clique voisine qui ’absorbe en ajoutant
ce résultat a sa propre sous-utilité. Lorsqu’il ne reste plus qu’une clique, celle-ci contient alors
une fonction d’utilité dont le max correspond au max de l'utilité GAI-décomposée d’origine.

DZEfinition 4 (Absorption de X¢, par X¢,). Soit S;j = C; N Cj et Dj = Cj\ Sij. Sup-
posons que X¢, et Xc¢,; contiennent respectivement les sous-utilités u; et uj. Soit vy (:L'Sij) =
MaXyp, €Xp, Uj (zs,;,xp,) pour tout xs,; € Xg,;. On dit que la clique Xc, absorbe la clique
Xg; lorsque la clique X¢, substitue sa table d’utilité u; par u; = u; + vij.

Fonction Collecte(clique X¢,)

01 Pour toutes cliques X¢; adjacentes a X¢, n’ayant pas encore été appelées faire
02 Appeler Collecte (ch); X, absorbe Xc¢;

03 Fin Pour

Apres avoir appelé la procédure Collecte sur une clique X¢, quelconque, il est aisé de
voir que la valeur maximale de sa sous-utilité correspond exactement a la valeur maximale de
I'utilité globale. Cela nous fournit la projection sur X¢, de I'instanciation optimale de notre
probleme. Il ne reste plus qu’a la redistribuer vers les cliques extérieures pour recomposer
I'alternative préférée du décideur. Cette phase de propagation est identique a la phase de
Collecte, a ceci pres qu’elle propage les informations entre les cliques en sens inverse de la
collecte, et en utilisant des Argmax a la place des max :

DZEfinition 5 (Redistribution de z¢, dans la clique Xg;). Soit S;; = C;NCj et Dy =
Cj \ Sij. Supposons que X¢,; contienne la sous-utilité u; (obtenue d lissue de la phase de
collecte). Soit xf,, une valeur de X¢,. On dit que x*cj est la redistribution de x¢, a Xc; si

* . *
TG, = argmaXap, eXp, Uj (@5, %D, )-

Fonction Diffuse(clique X¢;,)

01 SiDpiffuse (Xc;) a été appelée par la clique Xc; Alors

02 Redistribuer la valeur de 'argmax de X¢; vers Xc,

03 Sinon

04 soit oy, 'argmax de la sous-utilité de Xc¢,

05 Fin Si

06 Pour toutes cliques X¢; adjacentes a X¢, sauf, si elle existe, celle ayant appelé
Diffuse (X¢,) Faire

07 Appeler Diffuse (Xc¢;)

08 Fin Pour

Fonction Choix Optimal(réseau GAI)

01 Soit X¢, une clique du réseau GAI

02 Appeler collecte (X¢,), puis Diffuse (X¢,)

03 Soit ™ « le n-uplet de 'argmax calculé par Diffuse
04 Retourner z*

2.3 Procédure de rangement

Le probléme de rangement a l’aide d’un réseau GAI ressemble au probléeme de choix, que
ce soit dans sa formulation aussi bien que dans sa résolution : au lieu de chercher la meilleure
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Fig. 2. Absorption («) et Redistribution (—)

instanciation des attributs (au sens de la maximisation de l'utilité globale), on cherche les
M meilleures instanciations. En s’inspirant de [24], il est possible de modifier 1’algorithme de
choix pour résoudre ce probleme. Il suffit tout d’abord de calculer I’élément optimal z*. On
peut affirmer ensuite que le 2éme meilleur élément differe de £* sur au moins un attribut, et
donc, a fortiori, sur au moins les valeurs des attributs d’une clique. Supposons que cette clique
soit X¢,, alors il suffit d’appeler Diffuse(Xc,) en empéchant I'élément xf, d’étre choisi,
pour trouver le 2¢me élément préféré du décideur. Sinon, si c’est une clique X¢, voisine de
Xy, il suffit de conserver la valeur optimale z¢,, dans X¢, et de choisir une nouvelle solution
dans cette clique voisine. Diffuse(X¢,) permet alors de propager cette nouvelle information
vers les autres cliques et, ainsi, de déterminer le 2eme élément préféré. En fait, comme nous ne
savons pas a priori quelle est la clique a partir de laquelle les attributs different de I'optimum,
on appelle Diffuse successivement en lui passant en parametre chacune des cliques, et le
2éme élément préféré est celui pour lequel ’appel de Dif fuse aura renvoyé la valeur d’utilité
la plus élevée. On peut recommencer de maniére similaire pour trouver le 3éme élément, etc.

Il est important d’avoir en téte que la phase coiiteuse des algorithmes de choix et de
rangement est la phase de Collecte, qui effectue de nombreux calculs tensoriels de matrices.
Sa complexité est celle des max effectués a 'intérieur des cliques, autrement dit, elle est en
O(k|X¢|), ot k est le nombre de cliques du réseau GAI et | X¢| représente la taille moyenne
d’une clique, sachant que la taille d'une clique X¢, est égale a J[;, [X;| (voir [24] pour un
exposé détaillé de la complexité des fonctions ci-dessus). En ce qui concerne les phases de
diffusions pour obtenir les M meilleurs éléments, si les utilités sont stockées sous la forme
de tableaux triés par ordre d’utilité décroissante pour chaque valeur des séparateurs, on
montre que ensemble des diffusions peut étre réalisé en O(kM#Xs + kM logkM), ou #Xg
représente le nombre moyen d’attributs dans un séparateur. #Xg est bien inférieur & |Xc/|,
donc calculer les M éléments préférés du décideur s’avere a peine plus cotiteux que de calculer
I’élément préféré. Cette remarque s’averera primordiale pour notre algorithme.

2.4 Du graphe markovien a ’arbre GAI

Avant de présenter notre algorithme, il est important d’étudier une structure de graphe
dont nous nous servirons : celle des graphes markoviens (nous avons conservé ici le nom donné
dans la communauté des réseaux bayésiens) qui entretiennent un rapport treés étroit avec les
réseaux GAI. Ils représentent les interactions entre attributs selon un autre point de vue.

DEfinition 6 (Graphe markovien). Soit X = [[[_, X; et C1,...,C}) des sous-ensembles
de N = {1,...,n} tels que N = Ule C;. Supposons que 7 soit représentable par une uti-
lité GAI-décomposable u(x) = Zle ui(ze,;) pour tout x € X. Alors un graphe markovien
représentant u est un graphe non orienté GM = (VM EM) tel que :

1LVM =Xy, X}
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2. (X;,X;) € EM «— 3z e {1,...,k} tel quei,j € C..

Il est aisé de construire un graphe markovien GM & partir d’un réseau GAI : il suffit de créer
un sommet par attribut, puis d’ajouter des arétes de maniere a ce que chaque clique du réseau
GALI forme un sous-graphe complet du graphe markovien. La réciproque est plus complexe :
pour transformer un graphe markovien en un arbre GAI, il est nécessaire de trianguler celui-
ci. Un graphe G est triangulé si tout cycle de G de longueur supérieure ou égale a 4 possede
une corde, c’est-a-dire deux noeuds non adjacents dans le cycle mais adjacents dans G. [25] a
montré que toute triangulation de G™ revient & effectuer I’algorithme suivant :

Fonction Triangulation(GM = (VM EM))

01 Créer un graphe G° = (VM) et un graphe GM = GM

02 Pour i variant de 1 a n faire

03 Choisir un nceud X, dans GM:

04 Créer deux graphes G' = (V' E) = (V"' E" P U{(Xi,, Xi) € EMi}) et GMit1 = GMi
05 Ajouter & G* et GMi+1 I'ensemble d’arcs {(Xi, X;) : (Xi, Xi;) € EMi et (X, X,;) € EMi}
06 Supprimer de GMi+1 3 la fois X, et ses arétes adjacentes

07 Fin Pour

08 Retourner le graphe G™

L’étape 05 fait en sorte que, dans G, X, et ses voisins forment une clique. Le graphe G™ ainsi
obtenu a la fin de 'algorithme est triangulé. Les étapes de 03 a 06 s’appellent une élimination
de noeud et les arétes indiquées sur la ligne 05 s’appellent des « fill-ins ». Comme on peut le
constater, le graphe G™ produit par ’algorithme, et en particulier ses cliques, dépendent de
la séquence de nceuds choisis a la ligne 03. Le réseau GAI résultant n’est donc pas unique.
Bien que l'obtention du réseau GAI optimal (au sens ot l’on minimise la taille de la plus
grande clique) soit un probléeme NP-difficile, il existe une littérature riche sur la recherche de
bonnes séquences d’élimination [26,21,28]. Nous supposerons par la suite qu’un algorithme de
triangulation a été choisi au sein de notre propre algorithme de création d’arbres GAI

3 Un algorithme efficace pour les réseaux GAI de forte densité

Nous avons vu précédemment que 'algorithme pour la résolution des problemes de choix
et de rangement posséde une phase critique (la collecte) dont la complexité est liée a la taille
moyenne des cliques et donc, a fortiori, a la taille de la plus grande clique. Les phases de diffu-
sion sont, elles, beaucoup plus rapides. L’algorithme de rangement réalise la collecte une et une
seule fois, puis iteére sur des phases de diffusion. Notre méthode d’optimisation va s’appuyer sur
cette particularité. Elle consiste a résoudre le probléme d’optimisation d’une fonction GAI u
en procédant & un rangement des solutions avec une fonction © GAI-décomposable construite
de maniére a borner supérieurement la taille de sa plus grande clique. Il est important de
noter que, bien que nous allons nous servir d’un réseau approché pour effectuer nos calculs
(avec ), la solution trouvée sera bien la solution optimale du réseau initial (correspondant a
la fonction w). Il ne s’agit donc aucunement d’un algorithme d’approximation.

3.1 De l'optimisation au rangement

Supposons que nous cherchions I'instanciation optimale d’une utilité u GAI-décomposable
dont la taille de la plus grande clique rend la phase de collecte irréalisable en un temps
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convenable. Notons z* = arg max,er u(x). Nous allons considérer une seconde utilité GAI-
décomposable u également définie sur X et vérifiant les deux propriétés suivantes :

1. Ve e X, u(z) > u(x);

2. la taille de la plus grande clique du réseau GAI représentant u permet d’effectuer une
phase de collecte en un temps raisonnable.

La 2éme propriété nous garantit la possibilité de pouvoir itérer I'algorithme de rangement sur
u en un temps raisonnable. Ce faisant, imaginons que 1’on ait trouvé les M meilleurs éléments
zl, ..., oM selon 4, et supposons qu'il existe parmi ces élément un z° tel que u(x?) > u(x™),
alors I'optimum selon u se trouve parmi ces M éléments. En effet, tous les autres éléments
x de X sont tels que u(x™) > @(x) > u(z). Or, ¢'il est complexe d’utiliser le réseau GAI
d’origine afin d’en déterminer son élément optimal, il est rapide, étant donné un z* de calculer
u(x?) puisqu’il suffit de sommer les u](:vzcj) dont les valeurs sont accessibles en O(#X¢;). La

proposition suivante [17] fournit le point d’arrét de notre procédure de rangement :

Proposition 1 (Détermination du point d’arrét). Soit u : X — R une fonction et
x* = argmaxgex u(x). Soit ©: X — R une utilité GAI-décomposable vérifiant u(zx) > u(x),
Vo € X. Soit une suite (x') d’éléments de X wvérifiant Vi, Vj < i,a(z*) < a(27). Enfin soit

un indice s vérifiant U(x*) < max;e(y,. o u(x'). Alors x* = argmax;e(y, . o u(a’).

Nous avons donc un algorithme simple pour optimiser une fonction v a ’aide d’une utilité
u GAI-décomposable constituant une approximation supérieure de u. On sent intuitivement
que le nombre d’itérations & effectuer avant d’atteindre le point d’arrét est lié a la proximité
entre ces deux fonctions, nous allons donc maintenant batir une fonction @ proche de w.

3.2 Construction de approximation u

Supposons que u soit décomposable sur un ensemble de cliques Z1, ..., Z,,, autrement dit
u(x) =" i1 Uj(zz,;). Afin d'utiliser notre algorithme de rangement, nous savons que @ doit
étre en tout point de X supérieure & u. De plus, nous aimerions que, pour chaque z, u(x) soit
le plus proche possible de u. On peut caractériser cette proximité comme étant la somme des
écarts entre u(z) et u(z) pour tout x € X. Si 'on désire avoir un @ le plus proche possible
de u, cela revient donc a résoudre le programme linéaire suivant, dont les variables sont les
uj(rz,) qui représentent les valeurs prises par les sous-utilités u; sur les sous-espaces Xz; :

m1nz Zu] Tz, —Zui(xci)

{uJ}xGX j=1 i (1)

n
s.C. ZuJ Tz, ZZ , pour tout x € X.

Ce programme linéaire a un inconvénient majeur : il y a autant de contraintes que d’éléments
dans X. Ce dernier étant un espace combinatoire, on ne peut, en pratique, spécifier toutes les
contraintes du probleme. En revanche, si I’on suppose que les Z; sont inclus dans les C}, alors,
on peut raisonnablement approcher le probléeme (1) de la maniére suivante : partitionnons
{Z1,...,Z;} en un ensemble de Z;, i = 1,...,k, tels que Z; C {Z; : Z; C C;}. Autrement
dit, tout Z; appartient & un et un seul Z; dont les éléments sont tous inclus dans C;. Alors,
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siVi € {l,....k}, Voo, € Xoy, Djez,

Yo ui(ze,) Vo € X. De méme, afin d’obtenir un probléme linéaire de taille raisonnable, nous
. L . k ~

approcherons la fonction objectif par min, > Doict (Zlc exe, (sz ez Uj(zz;) — ui(zc, )) ) )

Si I'on résout ce nouveau programme linéaire, nous obtiendrons un @ relativement proche de

u. Cependant, la résolution de ce probleme est encore trop chronophage. Nous allons donc une
fois de plus approcher la fonction objectif en minimisant séparément chacun de ses facteurs.

uj(xz,) > ui(ze,), on a a fortiori Z;’;l Uj(xz,) >

Il faut alors résoudre les programmes linéaires PL;, i = 1,..., k, suivants :
_min Z Z uj(rz;) —ui(ze,)
(PLI) {ujezi}xcieXci Zjezi (2)
s.C. Z uj(xz;) > ui(rc,), pour tout z¢, € X¢,.
JEZi

Notons que 'on peut encore réduire la taille de ce programme linéaire en observant que
si, pour un ¢ donné, certains attributs apparaissent dans tous les Xz,, Z; € Z;, alors on
peut résoudre de maniére exacte le probléme (2) en résolvant indépendamment, pour chaque
valeur de ces attributs, le probléme (2) en fixant la valeur de ces attributs. Ainsi, si C; =
{B,C,D} et si Z;, = {{B,C},{B, D}}, alors, pour chaque valeur b de B, on peut résoudre les
min > (e.yecxp (e (b,¢) + upp(b,d) — upcp (b, ¢, d)) et obtenir la solution exacte de (2).
Il reste maintenant & identifier les Z;, autrement dit & générer un réseau GAI « approché ».

3.3 Génération du réseau GAI « approché »

Soit G le réseau GAI d’origine, dont les cliques sont les X¢,. Soit GM = (VM EM)
le réseau markovien correspondant, VM = {X;,...,X,}. L’idée force pour déterminer un
« bon » ensemble de Z; consiste & trianguler GM afin d’obtenir un nouvel arbre GAI. Ce
faisant, nous risquons de créer de trop grosses cliques (et ainsi d’obtenir un @ pour lequel
lalgorithme de rangement sera trop chronophage). Nous allons donc modifier les algorithmes
de triangulation classiques et, en particulier, celui présenté dans la sous-section 2.4.

Si, & la iéme itération, ligne 02, de l’algorithme de triangulation, sous-section 2.4 (donc
I'élimination du noeud Xj,), on détecte que la clique ainsi formée dans G* (ligne 05) est trop
grosse, par exemple |X¢,| = [] jec, |X;| > T, ou T représente la taille de la plus grande
clique admissible, alors notre algorithme de triangulation supprime des arétes adjacentes a
X, dans GMi lors de la réalisation de la ligne 03. Ainsi, lorsque 'on crée dans G* la clique
formée par X, et ses voisins dans GMi | on obtient une clique plus petite. Bien évidemment,
chaque aréte ainsi supprimée aura un impact sur ’approximation u ainsi obtenue. En effet,
supposons que l'on ait, dans le réseau GAI initial, une sous-utilité u;(A, B, C), alors si 'on
supprime de GMi 'aréte (B, C), on sera obligé d’approcher u; par la somme de 2 fonctions
u;(A, B)+ug(A, C). Pour obtenir un « bon » %, il suffirait donc, & premiére vue, de supprimer
le plus petit ensemble d’arétes adjacentes a X, qui produise une clique de taille inférieure & 7T'.
Malheureusement, ce n’est pas aussi simple car une aréte envisagée pour la suppression peut,
elle-méme, étre un fill-in (cf. sous-section 2.4). Dans ce cas, ne supprimer qu’elle seule produit
un graphe non triangulé : soit un graphe GM = (VM EM) avec VM = {A, X}, B, X, }
et EM = {(A, X}), (A, X,)(B, Xy),(B,X,)}. Ce graphe contient précisément un cycle de
longueur 4. Si I’on élimine A en premier, sur la ligne 05, on doit ajouter dans G' et G2 le fill-in
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(Xk, X)) (qui suffit pour trianguler le graphe). Sil’on continue ’algorithme en éliminant X}, et,
qu’a cette étape, on décide de supprimer l'aréte (X, X,.), alors, in fine, on obtiendra un graphe
G* identique au GM d’origine, qui n’était pas triangulé. La suppression de I'aréte (Xp, X,.)
doit donc s’accompagner d’autres suppressions d’arétes pour garantir la triangulation du
graphe obtenu. Rappelons que les fills-in (X}, X,.) de la ligne 05 sont les arétes joignant des
voisins X, X, du nceud X, éliminé. Donc, si I'on veut supprimer l'aréte (X, X,) tout en
garantissant la triangulation, il suffit de faire en sorte que ce ne soit pas un fill-in, autrement
dit de faire en sorte que X}, et/ou X, ne soi(en)t voisin(s) de X;, ni dans G* ni dans GM:.
Par conséquent, on devra éliminer dans G* et G*: au moins une des deux arétes (X 5is Xk)
ou (Xj,,X,). La encore, la ou les arétes ainsi supprimées peuvent étre des fill-ins et il faut a
nouveau supprimer d’autres arétes, et ainsi de suite. L’identification de cet ensemble d’arétes
repose sur la notion de prédécesseur :

DEfinition 7 (Prédecesseurs d’une aréte). Soit G' = (V') E*) un graphe non orienté.
Soient trois neuds Xy, X, X, € V? tels que E* contient les arétes (Xk, X)), (X2, Xi) et
(X, X,). X, est un neud prédécesseur de (Xy, X,) st et seulement si X, est éliminé (dans
Ualgorithme de triangulation, ligne 03) avant Xy et X,.. On note Pred(Xy, X,) l'ensemble
des neeuds prédécesseurs de (Xi, X,). Par ailleurs, on définit l'ensemble des arétes prédéces-
seurs de (Xy, X,) par P(Xy, X;) = {(X.,X) € E": X, € Pred(Xy, X,) et X € {Xy, X, }}.
Autrement dit, P(Xy, X,) est ’ensemble des arétes adjacentes & (Xi, X,) et a un prédéces-
seur de (Xg, X,). Enfin, Soit S(Xk, X,) = {S C P(Xy,X,) : VX, € Pred(Xy, X,), 3X €
{ Xk, Xr}: (X2, X) € S} S(Xk, X)) est donc l’ensemble des ensembles d’arétes tels que le
sous graphe induit par Xy, X, et Pred(Xy, X,) est conneze. Par abus de notation, VS C E*,
nous noterons 8(S) = U x, x,)es S( Xk, Xr).

On voit aisément que, pour garantir que le graphe obtenu a la fin de I'algorithme de trian-
gulation soit bien triangulé, il suffit, lors de la suppression d’un fill-in (X, X,) de supprimer
également un ensemble (quelconque) d’arétes S appartenant & S(Xj, X,.). Par ailleurs, la
suppression des arétes de S! doit s’accompagner, pour les mémes raisons, de la suppression
d'un ensemble (quelconque) S? d’arétes appartenant a S(S1), et ainsi de suite. Plus généra-
lement, on peut démontrer aisément la proposition suivante :

Proposition 2. Soit lalgorithme de triangulation de la sous-section 2.4. Supposons qu’aprés
la i — 1éme itération, G*~1 soit triangulé et qu’a la iéme itération, ligne 03, on supprime un
ensemble S d’arétes adjacentes a X;, dans GM:. Soit G' = (V',E") le graphe alors ob-
tenu a la fin de cette iéme itération. Enfin, soit, dans G*, des ensembles S* C S(S),S? C
S(SY),..., 571 C 8(872). Alors G = (V| B\ UZ_:11 Sk) est un graphe triangulé.

11 est aisé de déterminer tout ensemble de S7 compatible avec la proposition 2. En effet,
définissons, pour toute aréte (Xj, X,.) du graphe G*, un booléen ey, tel que ey, = 1 si I'aréte
(Xk, X)) doit étre supprimée, et e, = 0 sinon. L’ensemble des contraintes imposées par les
ensembles S(5) se traduisent sous la forme (3) ci-dessous et le fait que er, = 1 pour tout
(Xk, X;) € S. Toute solution d’un tel systéme d’inégalités produit donc un graphe triangulé.

ek + €ar > epr V(Xi, X)) € B, VX, € Pred(Xy, X,.). (3)

Le systéme ci-dessus a généralement beaucoup de solutions réalisables, qui produisent des
fonctions u plus ou moins « proches » de I'utilité u. Il convient donc, lorsque 1’on choisit un
ensemble d’arétes S a supprimer, de faire en sorte que celui-ci minimise une fonction de cofit
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c:28 =R ot € = {(Xp, X)) € {X1,..., Xn}?: Xy # X}, telle que ¢(S) représente le cofit
d’approximation de @, c’est-a-dire le colit en terme de rapidité de calcul induit par le fait
d’approcher u par u. Déterminer la fonction ¢ dépasse 'objet de Darticle, et nous décrirons
seulement comment nous 'avons utilisée. Supposons que nous connaissions la fonction ec.
Trouver un ensemble S minimisant ¢ tout en respectant les contraintes (3) nécessite des temps
de calcul prohibitifs si ¢ n’a pas de bonnes propriétés mathématiques. Or, la triangulation du
réseau markovien doit étre réalisée rapidement. C’est pourquoi nous allons approcher ¢ par
une fonction € telle que ¢(S) = 3 v, x,)es C{(Xk, Xr)}). Autrement dit, ¢(S) se décompose
comme la somme des cofits induits, individuellement, par chaque aréte de S.

Supposons maintenant, qu’a la iéme itération de l'algorithme de triangulation, on s’aper-
goive que la clique engendrée par X, (ligne 03) et ses voisins est trop grosse. On doit sélection-
ner un ensemble S d’arétes adjacentes a X, tel qu’apres suppression de S, la clique obtenue ait
une taille inférieure au seuil 7. Notons {X;,, ..., X;, } Uensemble des voisins de X, dans GM:.
Alors la taille de la clique formée par X, et ses voisins est égale & | X, | x [T, | X, [' it
La contrainte imposée par le seuil T" est donc égale (en passant au logarithme) & :

-
log |X’ij | + Z(l - ejiik) log |X'L'k | < logT. (4)

k=1
Pour trouver une bonne approximation @ de u, on doit donc résoudre le programme linéaire :

minZ(Xk,X,.)eEi (X, Xr)ekr
log |X’ij| + 2221(1 - ejiik) log |X'L'k| <logT

S.C.C e+ e > enr Y(Xk, X,) € EY VX, € Pred(Xy, X,)
Cir € {Oa 1} V(XkaXr) €E

(5)

Insistons sur le fait que les contraintes de (5) garantissent que le graphe G* est triangulé, ce
qui garantit également que les cliques de G* forment un arbre GAI Par conséquent, approcher
la fonction de colit ¢ par ¢ n’a pour incidence que de produire une fonction u sous-optimale
en ce sens qu’elle n’approche pas au mieux la fonction u. La résolution des programmes
linéaires en variables booléennes (5) peut étre chronophage, ce qui peut réduire le gain de notre
méthode de résolution de problémes de choix. Nous avons donc proposé un algorithme glouton
pour obtenir une solution réalisable de (5) relativement proche de Poptimum. L’idée consiste
a ne pas considérer comme un tout I’ensemble S d’arétes a supprimer pour que la taille de la
clique X¢, soit inférieure au seuil 7', mais plutot & construire S itérativement en y ajoutant
les arétes une a une jusqu’a ce que la contrainte sur la taille de X¢, soit respectée. Bien
évidemment, on ajoutera en premier les arétes induisant un cofit d’approximation minimal
(en tenant compte des arétes additionnelles & supprimer pour respecter les contraintes (3)).
Pour toute aréte (X, X, ), nous allons définir ce cotit global de la maniére suivante :

(X, X,) ¢l n’existe pas de contrainte e,y + €, > egy

~ . . 6
A Xk, Xp) + ZXzePred(Xk,Xr) min{C(X,, X), C(X, X,)} sinon. (6)

C( X, Xr) = {
L’équation (6) s’interpréte simplement : le coftit global induit par la suppression d’une aréte
(Xk, X;) est le colit induit uniquement en supprimant cette aréte, ¢(Xy, X, ), plus le cotit in-
duit par I’ensemble S des autres arétes que I'on a supprimées pour respecter les contraintes
(3). Etant donné que ces contraintes imposent uniquement que, pour chaque fill-in (X, X,.)
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supprimé, une de ses arétes adjacentes (X, Xi) ou (X, X,) le soit également, le cofit global
de suppression est donc bien ¢(X, X, )+ le colit global de suppression de l'aréte adjacente
C(X., X) ou C(X,, X,). Nous voulons minimiser les cofits de suppression, nous choisissons
donc celle des arétes adjacentes dont le cofit global est minimum. Nos jeux d’essais utilisent ce
calcul de cotit. Notons qu’il se préte a la programmation dynamique et se calcule tres rapide-
ment. Notons également qu’il fournit une solution réalisable de (5), mais pas obligatoirement
son optimum car des arétes peuvent étre prises en compte plusieurs fois dans le calcul de C.

La détermination des arétes a supprimer pour garantir ’'obtention d’une « bonne » fonction
u est donc simple et rapide : on effectue une triangulation « classique » mais dés que 'on
s’appréte a créer une clique de trop grosse taille, on supprime des arétes du graphe GMi en
sélectionnant celles-ci grice a 1’équation (6). Une fois le graphe entiérement triangulé, nous
obtenons les cliques Z; que nous recherchions. Il ne reste plus qu’a appliquer la sous-section 3.2
pour déterminer optimalement les parametres de u, puis a effectuer 1’algorithme de rangement
avec U pour obtenir 1’élément préféré par le décideur selon wu.

4 Expérimentations

Afin d’évaluer notre algorithme, nous avons choisi de le comparer & ’algorithme classique
de choix, mais aussi & une version adaptée aux réseaux GAI de Mini-Buckets avec Branch
and Bound [19]. Ce dernier permet de résoudre efficacement de maniére exacte des problémes
MPE (most probable explanation) dans des réseaux bayésiens & forte densité. Ces problémes
étant de nature assez semblables & celui du choix dans les réseaux GAI, Mini-Bucket sem-
blait un bon adversaire pour notre méthode (pour les réseaux bayésiens, c’est actuellement
Palgorithme le plus rapide pour résoudre MPE de maniére exacte). Nous avons donc réalisé
deux types d’expériences : i) des comparaisons avec Palgorithme classique, sur des graphes
markoviens pouvant contenir jusqu’a 20 attributs, dont les nombres de modalités sont tirées
aléatoirement entre 3 et 5; et ii) des comparaisons avec Mini-buckets sur des réseaux mar-
koviens pouvant contenir jusqu’a 40 attributs, eux aussi avec entre 3 et 5 modalités. Nous
avons di limiter le premier type d’expériences a 20 attributs a cause des temps de réponse
prohibitifs de I’algorithme classique (I’espace de choix pouvant, pour 40 attributs, atteindre
104 éléments). Dans chaque expérience, les valeurs des sous-fonctions d’utilité ont été choisies
aléatoirement entre 0 et 1000. Nous avons ainsi généré environ 20000 réseaux GAI différents
et, pour chacun d’eux, résolu un probleme de choix. Les résultats des différentes expériences,
c’est-a-dire les performances en temps de calcul, sont représentés sur les graphiques de la
figure 3 : en abscisse se trouve la somme des tailles des cliques du réseau GAI initial (atten-
tion, cette somme est trés inférieure & |X|), et en ordonnée le temps de calcul pour résoudre
le probléme de choix (détermination de I'argmax de ). Notons que les échelles sur les deux
axes sont logarithmiques. Ces comparaisons montrent clairement qu’il existe un seuil (environ
105 pour I'algorithme classique et 107 pour les Mini-Buckets) au dela duquel duquel notre
algorithme calcule plus rapidement la solution optimale que les autres algorithmes (d’une
maniére générale quand il y a plus d’une seconde de calcul). Il semble donc bien adapté pour
résoudre les probléemes de choix dans des réseaux GAI peu décomposés. En deca du seuil, le
temps nécessaire a la détermination du réseau GAI approché est trop important et annule le
gain de temps obtenu lors de la phase de rangement avec u.
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Fig. 3. Comparaisons avec ’algorithme classique (gauche) et Mini-bucket Branch and Bound (droite)

5 Conclusion

Nous avons présenté un algorithme efficace de résolution de problemes de choix avec des
réseaux GAI, dans un cadre ou les attributs ont de fortes interactions les uns avec les autres.
On peut cependant noter que le principe d’optimisation que nous avons proposé se généralise a
de nombreux autres problémes, qu’ils soient ou non liés a des préférences GAI-décomposables.
Dans le cadre GAI, par exemple, [17] a montré que ’on peut résoudre efficacement des pro-
blémes de choix en multicritére ou en décision collective (avec des critéres d’agrégation non
linéaires) en utilisant des réseaux GAI de grandes tailles. Mais notre algorithme peut aussi étre
utilisé afin de résoudre des problémes de satisfaction de contraintes (weighted MaxSat, etc)
ou bien encore des problémes MPE (most probable explanation) dans des réseaux bayésiens.

Les algorithmes classiques de triangulation utilisent uniquement des ajouts d’arétes (les
fill-ins). En se fondant sur ce que nous avons présenté, nous pouvons concevoir de nouveaux
algorithmes autorisant a la fois I'ajout et la suppression d’arétes pour se ramener a un graphe
triangulable. Comme nous I'avons vu, cette flexibilité permet d’obtenir des algorithmes d’in-
férence (ici la résolution de problémes de choix) tres efficaces. Les limites actuelles de notre
algorithme sont essentiellement liées au choix de I’ensemble d’arétes a supprimer : dans ’algo-
rithme glouton, la fonction ¢ doit en effet refléter un arbitrage entre la qualité d’approximation
de @ par rapport & u (de maniére & limiter le nombre d’itérations de la procédure de ran-
gement avec u) et la faible densité du réseau GAI obtenu (de maniere & effectuer la phase
de collecte rapidement). Définir un arbitrage optimal n’est pas un probléme simple et ouvre
donc de nouvelles perspectives de recherche.
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Résumé In this paper we characterize particular instances of the matrix chain  pro-
duct (MCP) problem, a combinatorial optimization problem, that can be solved in
linear time i.e. O(n), n being the chain length. These instances correspond to the cases
when the matrices dimensions constitute (i) an non decreasing sequence (NDS), (ii) a
non increasing sequence (NIS) and (iii) any cyclic permutation of either an NDS or a
NIS. This optimal linear complexity may be considered enough interesting as solving
general instances of the MCP problem needs either an O(n®) time by the classical 1973
Dynamic Programming algorithm or an O(nlogn) time by the 1984 polygon partitio-
ning algorithm.

Mots-Clefs. Combinatorial Optimization ; Linear Time ; Matrix Chain Product Pro-
blem ; Matrix multiplication.

1 Introduction

The problem we address is a combinatorial optimization one having several applications
e.g. in Scientific computing, Robotics, Machine control and Computer animation [7]. It may
be formulated as follows. Given n matrices Ay, ..., A, where (p;_1,p;) : i=1,...,n are the di-
mensions of A;, the matrix chain product (MCP) problem consists in optimally computing
the product A=A4; A,...A,,. When the matrices are not square, the total number of operations
(multiplications) required to compute A greatly depends on the product sequence namely
the order in which the matrices are multiplied i.e the chain parenthesization (CP)[1], [3], [4],
[8]. Tt is well known that for a chain of n matrices, we may exhibit an exponential number
of different chain parenthesization equal to the so-called Catalan number withch increases in
£2(4™/n3/?) [3]. Consider for instance a chain of four matrices A; Ay A3 A, whose dimensions
are {10,20,5,30,15}. Five chain parenthesizations may be defined as follows :

o ((A1A2)A3)Ay
A1(A2(A3Ay))
(A1A42)(A3Aq)
A1 ((A243)Ay)
(A1(A2435)) Ay
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The first one requires 7000 multiplications, the second 6750, the third 4000, the fourth 15000
and the fifth 13500. Remark that the third CP is optimal and it requires about one fourth of
the pessimal one. As a matter of fact, it has been proved that an arbitrary order may require

in the worst case O(Mnop®) operations where Mnop is the minimal number of operations
(MNO) needed to compute A [1], [2].

The MCP problem is still interesting researchers since the seventies. Indeed, Godbole [4]
proposed in 1973 a dynamic programming (DP) algorithm of complexity O(n?) to find an
optimal order, namely an optimal chain parenthesization (OCP). In 1984, Hu and Shing [6]
presented an O(nlogn) time algorithm based on polygon partitioning (PP), a problem proved
to be equivalent to the MCP one. Linear time, i.e. O(n), algorithms finding sub-OCP’s are
also known in the literature [1], [2], [9].

To conclude this quick and brief survey, let us underline the two following points.

e First, the high O(n?) cubic complexity of the well known Godbole’s DP algorithm is due to
the fact that it constructs an OCP not only for the input n-chain but for any sub-chain of
length 2,...,n-1 as well (namely (n-k+1) chains of length k, for k=2...n) i.e. O(n?) OCP’s.
In the opposite side, the so far best algorithm of Hu and Shing constructs only one OCP
i.e. for only the n-chain. Constructing as many OCP’s as does Godbole’s algorithm would
need in this case an O(n®logn) time.

e Second, the MCP problem, considered as an optimization problem, has in general more
than one solution i.e. for a given matrix chain there may exist more than one OCP both
giving the same MNO. That is why we have to speak rather of an OCP than of the OCP
for a given matrix chain. Determining more than one OCP would be in certain cases quite
interesting (see section 4).

In this paper, our proper aim is to characterize particular cases namely relations between
the matrices dimensions, that enable finding an OCP in lowest i.e. linear time by using none
of the two known algorithms.

The remainder of the paper is organized as follows. In section 2, after proving a lemma
relating OCP’s of two chains whose sequences of matrices dimensions are ’symmetric’, we
present two lemmas giving an OCP when S={py,...,p,} is an non decreasing sequence (NDS)
i.e. p;<pit1 : i=0,...,n-1 or a non increasing sequence (NIS) i.e. p;>p;41 : i=0,...,n-1. In section
3, by combining the previous lemmas with a lemma due to Hu and Shing [6], we prove two
other lemmas giving an OCP for any cyclic permutation of either an NDS or a NIS. Finally,
section 4 is devoted to concluding remarks.

2 Non decreasing and non increasing sequences of matrices
dimensions

Let us first introduce two definitions and a preliminary lemma.

e The symmetric of a sequence (of matrices dimensions) S={po,...,pn} is S:{pn,...,po}.
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e The symmetric of a (matrix) chain parenthesization (CP) is the CP obtained by mirror
reflexion e.g. "(H(H(H W))W " is the symmetric of "H(((ll H)E)M)" where symbol B
denotes a matrix. Remark that a given CP and its symmetric may be identical. Such a
CP will be called symmetric. Obviously, n must then be even e.g. "(H(H H))((H H)M)' is
symmetric. We’ll see below particular chain sequences for which an OCP is symmetric.

Lemma 0.

Let S={po,...,pn} be a sequence of positive integers, its symmetric S”:{pn,...,po}, n ma-
trices Ai,...,A, where (p;—1,p;) : i=1,...,n are the dimensions of A4; and n matrices Bj,...,By,
where (pn—it+1,Pn—i) : i=1,...,n are the dimensions of B;. We have the following :

(i) Computing A=A, As...A,, or B=B1B5...B,, needs the same minimal number of operations
(MNO).

(ii) The symmetric of an OCP for computing A is an OCP for computing B.
Proof.

(i) Without loss of generality, we associate to S':{pn,...,po} the n matrices AL, AT .. AT
i.e. the transpose matrices of A,,...,A;. We have AT=(4;, As...A,)T =AT AT | . AT.
Matrices B; and AZ_H_I have the same dimensions (pn—it+1,pn—i) : i=1,...,n. Thus B
and AT have the same dimensions (py,po). Obviously, computing A or AT and hence B

needs the same MNO. O

(ii) With no loss of generality, we associate to S':{pn,...,po} the n matrices AL, AT | .. AT.

e The lemma is obviously true for n=2. Indeed, let S={pg,p1,p2} and S’:{pQ,pl,pO}. The
unique and symmetric OCP for the first chain (S-chain) is (A1 A43) whose cost is
c=pop1p2. The unique OCP for the second chain (S’—chain) with same cost c=paop1po
is (AT AT). Let us just see, for sake of clearness, the case of n=3. Let S={po,p1,p2,p3}
and S={ps,p2,p1,p0}. An OCP for the first chain (S-chain) is either ((4; A3)As3) whose
cost is c1=po(p1p2+paps) or (A1(AsAs)) whose cost is c2=ps(p1p2+pop1)- If the first
is the OCP then T,,;=c1<c2. So an OCP for the second chain (S-chain) with this
T,pt is necessarily the second i.e. (A3 (AT AT)). The symmetric result occurs when
(A1(A2A3)) is an OCP for the S-chain.

o We assume the lemma true for n and consider a chain of n+1matrices. Without loss of
generality, an OCP for computing the product A of n+1 matrices may be written as
follows : A=(C1)(C2) where C1 (resp. C2) corresponds to an OCP of the chain invol-
ving the first n1 (resp. last n2) matrices with n1+n2=n+1. We have AT=(C2)*(C1)T.
As C2 (resp. C1) involves no more than n matrices, an OCP for (C2)T (resp. (C1)T)
is the symmetric OCP of C2 (resp. C1). Thus, an OCP for computing A7 is the
symmetric OCP of A. O

Example 1 : .
n=6, S={7,2,1,6,5,3,4}, $={4,3,5,6,1,2,7}
OTOpt: 99, A:(AlAQ)(((A3A4)A5)A6), B:(Bl (BQ(B3B4)))(B5BG)
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Lemma 1a.

Let Aj,...,A,, be n matrices where (p;—1,p;) : i=1,...,n are the dimensions of A;. If the
sequence S={py,...,pn} is a non decreasing sequence (NDS) i.e. p;<p;y1 : i=0...n-1, then an
OCP for computing A=A; As...A,, is the left-right order (LRO) i.e. (A1A42)As)...)A,, and
Topt=po(P1P2+P2p3+...+Pn—1Pn)-

Proof by induction.

e Let n=2. There is only one OCP i.e. (41 A2) and the above proposition obviously holds.

o Assume the lemma true for n and consider a chain of n+1 matrices. Let m(1,n+1) be the
MNO for computing the chain A;...A, 1. We have [3], [4], [7] :

m(l,n+1)= 1211]32 (ck =m(Lk)+m(k+1,n+ 1)+ popePn+1)
Remark that m(1,k) (resp. m(k+1,n+1)) is the MNO for computing a chain of length k
(resp. n-k+1) whose corresponding sequence is an NDS. We’ll prove in the following that
m(1,n+1)=c,. As the MNO for computing the chain A;...A,, according to the LRO, is
m(1,n)=po(p1p2 + ... + Pn—1pn), so we have :

o ¢p=m(1,n) + popnPnt1 = Po(P1P2 +..- + Pr—1Pk + PrPit1 +- + Pn—1Pn) + DoPnPn+1
o m(1,k)=po(pip2+...+pr—1pr) ; m(k+1,n+1)=pit1(Prt2Pk+3+---+PnPn+1)

o ¢ - ¢ = P(Pht1Pk42F-- + Pubnt1) - Po(PePr+1 +ooo + Pn—1Pn ) + PoPEPn+1 - PoPnPn+1
= (pr-po) Pk+1Pk+2+--- + Pr—1Pn + PnDnt1) + PoPk(Prnt1-Pk+1)

We have the inequality ci-c, > 0 as po<...<ppr<pg+1..-<pnp +1: k=1,...n.
Thus m(1,n+1)=c, and the LRO is optimal. O
Clearly, checking whether pg...p, is an NDS takes O(n) time.

Lemma 1b.

Let Aj,...,A, be n matrices where (p;—1,p;) : i=L,...,n are the dimensions of A;. If
S={po,....,pn} is a non increasing sequence (NIS) i.e. p;>p;y1 : i=0...n-1, then an OCP
for computing A=A;As...A,, is the right-left order RLO) i.e. Ai(...(4p—2(An—14,) and
Topt:pn(pOpl +p1p2 + . + Pn—2Pn-1).

Proof.

Let S= {Pn,---spo}, denoted {p{,p},...,p}}, be the symmetric of S where p, = p,_; :
i=0,...,n. As S is an NDS, we deduce from Lemmas 0 and la that an OCP for the S-chain
is the left-right order (LRO) and its symmetric i.e. the right-left order (RLO) is an OCP for
the S-chain. Moreover, they both have the same MNO i.e.

Topt = po(Piph + PP + o + P 1Pn) = Pu(pop1 + P1p2 + - + Pr2pn-1).
O
Remark that an alternative proof consists in following mutatis mutandis the proof of
Lemma la i.e. by proving that :

m(l,n+1) = 13}3371(% =m(Lk)+m(k+1,n4+1)+poprPnt1) = c1 = m(2,n+1) +popi1Pnt1



44 Ezouaoui, Ben Charrada, Mahjoub

Clearly, checking whether {py, ..., p,} is an NIS takes O(n) time.
From Lemmas 1a and 1b, we deduce the two following corollaries.

Corollary 1a.

For a chain whose sequence is an NDS, a pessimal chain parenthesization (PCP) i.e. a CP
corresponding to the maximal number of operations (MxNO), denoted Tjes, is the right-left
order (RLO) i.e. (A1(...(An—2(An_14,) and Tpes=pn(pop1 + p1p2 + ... + Pn—2Dn—1).

Corollary 1b.

For a chain whose sequence is a NIS, a pessimal chain parenthesization (PCP) i.e. a CP
corresponding to the maximal number of operations (MxNO), denoted T).s, is the left-right
order (LRO) i.e. (A142)As3)...) Ay, and Tpes=po(p1p2 + p2ps + ... + Pn—1Dn)-

Proof.

The proof by induction is similar to the previous ones. For corollary 1a, we begin by simply
verifying that the proposition holds for n=2. Indeed, there is only one OCP i.e. (41 A3) giving
the MxNO as well as the MNO. Assuming the property true for n, we consider a chain of
n+1 matrices and the dynamic programming formula for the MxNO, denoted mx(1,n+1) and
directly deduced from the classical MNO one [10] as follows.

mz(l,n+1) = max (c =ma(1,k) + me(k +1,n+ 1) + poprPn+1)
SKSN

An argumentation similar to that used for proving Lemma la permits to prove that we have :
mx(1,n+1) = ¢;= mx(2,0+1)+pop1Pnt1

This means that the RLO leads to the highest cost.
Corollary 1b may then be deduced either by using Lemma 0 (symmetric CP’s) or by pro-
ving that for an NIS, we have : mx(1,n+1)=c,=mx(1,n)+popnpn+1 O

Example 2 :

o 5={1,2,3,4,5,6,7} (NDS) : Top=110, A=((((A1A2)A3)A4)A5)As
Tpes=490, A=A1 (A2 (A3(A4(A546))))

o 5={7,6,5,4,3,2,1} (NIS) : Tp,:=110, A=A; (A2(A3(A4(A54s))))
Tpes=490, A=((((A1A42)A3)A4)As) Ag

3 Cyclic permutations of sequences of matrices dimensions

Hu and Shing presented in [5] the following lemma (written according to our notations).

Lemma_ HS.

The minimum numbers of operations to evaluate the following (n+1) matrix chain pro-
ducts are identical : A1A2...An_2An_1An s An+1A1...An_2An_1,... s A2A3...AnAn+1 where
A; has dimensions (p;—1,p;) : i=1,....n+1 and p,+1=po.
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In other words, let Sy = {po, p1..., pn} be a sequence of n+1 positive integers and Si, ..., S,
be the n sequences obtained from Sy par cyclic permutations. The minimal numbers of ope-
rations to compute the matrix chain products whose dimensions correspond to any sequence
S; (i=0,...,n) are identical. By combining this Lemma first with Lemma la then with Lemma
1b, we get the following two lemmas.

Lemma 2a.
Let S={po, ...,pn} be a sequence of n+1 positive integers and p,=min(p;) : i=0,...,n. If S
is a cyclic permutation of an NDS i.e. p,.<p,1<...<pp<po<p1<...<py_1, then :

(i) The minimal number of operations (MNO) Topt to compute A=A; As...A,, where (p;—1,p;) :
i=1,...,n are the dimensions of A; is

i=n—1 i=r—2

Topt = DPr Z PiPit+1 + PrDnpPo + Pr Z PiDi+1
i=r+1 1=0

(ii) An OCP for A is (C1)(C2) where C1 = (A;A;...A,) is computed in the right-left order
(RLO) i.e. (A1...(A;—2(A,-1A,) and C2 = (A,41...Ay,) is computed in he left-right order
(LRO) i.e. (AT+1AT+2)A7+3))A»,I)

Extreme cases. _
If r=0 then C1=§, C2=(A4;As...A,,) is computed in the LRO and Topt=pq Zi’f*l DPiDit1-

If r=n then C1=(A;As...A,,) is computed in the RLO, C2=§ and Topt=p, ZZS’*Q DiDis1-

Proof.

Let us consider the sequence S:{pT,pTH, vety Pry DOy D15 ---s Pr—1 }, denoted for sake of clear-
ness {pg, pl, ..., Py, } where pi=pry; : i=0,...0-r, p},_, ;1 = p; : i=0,...,r-1. As S is an NDS,
an OCP for computing the associated chain product is the LRO and we have :

Topt = po(P1Ph + PoDs + . + Dy _1Pn)

Replacing each p} by the corresponding element in S gives

i=n—1 i=r—2
Topt = Pr Z PiPi+1 + Pr Z PiPi+1 + PrPnPo
i=r+1 =0

Remark that T,,; correponds to the sum of three terms i.e. t1 = p, Zi:};ll DiDi+1,

t2=p,pnpo and t3 =p, 212872 pipis1. As S and S have the same MNO (due to Lemma_ HS),
we deduce that an OCP of cost T, for the chain associated to the original sequence S
is (C1)(C2) where Cl=(A;As...A,) is computed in the right-left order (RLO) and costs
Dr 2228_2 pipi+1 (=t3), C2=(A,41...4,) is computed in the left-right order (LRO) and costs
Dy Zi:};ll pipi+1(=tl). The final product C1C2 costs poprp, (= t2). Summing the three
terms gives Topt. O
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Extreme cases.

The case r=0 occurs when S is an NDS and the LRO is then optimal (due to Lemma
la). When r=n, we have p, < py < pi... < pp—1 and Topt=p, > 2p1‘pi+1. This Topt
corresponds to computing the S-chain according to the RLO.

Let us add that when r=1, we have C1=A; thus t3=p, ZZS*Q pipi+1=0 and when r=n-1,

we have C2=A4,, and t1=p, sz:ll pipi+1=0. O

%

i=n—
=0

Clearly, checking whether po, ..., p, is a cyclic permutation of an NDS takes O(n) time.

Example 3 :
n=6, So={1,2,3,4,5,6,7} (an NDS) : T,ps=po(p1p2 + p2p3 + psps + pap5)=110

e 50={1,2,3,4,5,6,7}, r=0, Cl1=§, C2=(A;...46), A = ((((A142)A3)A4)As5) As

o 51={7,1,2,3/4,5,6}, r=1, C1=A4;,C2 = (A3...4¢), A = A1((((A2A43)A4) A5) As)

o 55={6,7,1,2,3,4,5}, r=2, C1=(A4142),C2 = (A3...46), A = (A1 42)(((A3A4)A5) Ap)

o 55={5,6,7,1,2,3,4}, r=3, C1=(A14243),C2 = (A4 A5 A¢s), A = (A1(A2A43))((As445)As)
Remark that we can easily prove that for a given NDS Sy = {po, ..., pn}, the OCP of the

cyclic permutation Sp={pn—rt+1, Pn—r+2s s Pry D0, P1; -+ Pn—r t is the symmetric of the OCP
of the cyclic permutation Sy, ={prt1, Pr+2, -, Pns P0s P1, -, Pr } for r=0,...,|n/2].

Lemma 2b.
Let S={po, ..., pn} be a sequence of n+1 positive integers and p,=max(p;) : i=0,...,n. If S
is a cyclic permutation of an NIS i.e. p,>pry1>..0n,>Po>p1>...2Pr—1, then :

(i) The minimal number of operations (MNO) T,,; to compute A=A, As...A,, where (p;—1,p;) :
i=1,...,n are the dimensions of A; is

i=n—1 i=r—3

Topt = Pr—1 Z DPiPi+1 + PoPr—1Dr + Pr—1 Z DiDit1

i=r =0

(ii) An OCP for A is (C1)(C2) where C1=(A1A4;3...A,_1) is computed in the right-left order
(RLO) ie. (A1(A;—3(A;—2A,_1) and C2=(A,...A,) is computed in the left-right order
(LRO) i.e. (ArAr41)Ar42)..)An).

Extreme cases.
If r=0 then Cl=(A;As>...A,) is computed in the RLO, C2=§ and T,p:=pn Zzig 2 DiDit1-

If r=1 then Cl=y, C2=(A;A,...A,) is computed in the LRO and Top=po Zi’f*l DiDit1-

Proof.
The proof of lemma 1b may be easily deduced from lemmas 0 and 2a through an argumen-
tation based on symmetry. We think that is useless to detail it. O

Clearly, checking whether {po, ..., pn} is a cyclic permutation of an NIS takes O(n) time.

Example 4 :
n=6, Sy={7,6,5,4,3,2,1} (an NIS) : Tpps = p5(paps + psp2 + p2p1 + p1po)=110
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o So={7,6,5,4,3,2,1}, 1=0, C1=(A1...A6), C2=¥, A=A;(As(A3(As(As5As)))

o $1={1,7,6,54,3,2}, r=1, Cl=§, C2=(A1...A6), A=((((A1A42)As3)As)As5)Ag

o So={2,1,7,6,5,4,3}, 1=2, C1=A1, C2=(A2...A6), A= A; ((((A243)A4)As5)Ag)

o S5={3,2,1,7,6,5,4}, r=3, C1=(A1A2), C2=(A3...A6), A=(A; A3)(((A3A4)As)As)

Remark that we can easily prove that for a given non increasing sequence Sy = {po, ..., Pn },
the OCP of the cyclic permutation S, = {Pn—r+1, Prn—r+2; s Pr, P0s P1s - Dn—r} 1S the sym-
metric of the OCP of the cyclic permutation Sy, 12 = {Pr—1,Dr, -y Pns D0, P1, -, Pr—2} for
r=2,...,[(n+1)/2].

Let us add a final remark concerning the determination of a pessimal chain parenthesiza-
tion (PCP) for a matrix chain whose dimensions sequence is a circular permutation of either
an NDS or an NIS. Indeed, as corollaries 1a and 1b were deduced from lemma la and lemma
1b, two corollaries (i.e. corollaries 2a and 2b) may be easily deduced for this purpose from
lemmas 2a and 2b by simply interchanging right-left order and left-right order in part (ii) of
the each lemma. The following two examples illustrate this feature.

Example 5 :
n=6, So={1,2,3,4,5,6,7} (an NDS) : Tp,es = p5(pap3 + pap2 + p2p1 + p1po)=490
o 50={1,2,3,4,5,6,7}, r=0, Cl=y, C2=(A;...Ag), A = A1(A2(A3(A41(A4545))))
o 51={7,1,2,3/4,5,6}, r=1, Cl=§, C2=(A;...4¢), A = ((((A142)A3)A4)A5)Ag
o 5,={6,7,1,2,3,4,5}, r=2, C1=A1, C2=(A4s...4¢), A = A1((((A243)A4)A5)As)
o 53={5,6,7,1,2,3,4}, r=3, C1=(A4142),C2 = (A3...46), A = (A1 42)(((A3A4)A5)Ap)
Example 6 :
n=6, So={7,6,5,4,3,2,1} (an NIS) : Tpes = po(p1p2 + p2p3 + papa + paps)=490
o 50={7,6,5,4,3,2,1}, r=0, C1=(A;...46),C2 =5, A = ((((A142)A3) A1) A5) As
o 51={1,7,6,5,4,3,2}, r=1, C1=A;,C2 = (As...Ag), A = A1((((A2A3)A4) A5) Ag)
o 5,={2,1,7,6,5,4,3}, 1=2, C1=(A1 45),C2 = (A3...Ag), A = (A1 A2)(((A3A4)As5) Ag)
o $3={3,2,1,7,6,5,4}, r=3, C1=(A; A343),C2 = (A4 A5As), A = (A1 (A243))((As45)As)

4 Conclusion

In this paper we studied particular instances of the MCP problem, a well known combi-
natorial optimization problem, that may be solved in linear time i.e. O(n), n being the chain
length, whereas general instances need much more time i.e. either O(nlogn) or O(n?) time
according to either of the two known algorithms in the literature. Therefore, a substantial
time saving is achieved. It seems obvious that a linear time is a lower bound for solving
any instance of the MCP problem for we have to process £2(n) input items, namely the n+1
dimensions.

As perspectives of this work, the three following points are attracting our attention.
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e The first consists in a generalization of lemmas 2a and 2b, i.e. given a sequence S and the
corresponding matrix chain for which we assume that an OCP is known, can we deduce
in linear time an OCP for a chain corresponding to any cyclic permutation of S?

e The second is the study of the sparse MCP problem, where the matrices are sparse but
may be square, and design, apart an adapted cubic time DP algorithm, efficient quadratic
or linear time algorithms for either general or particular instances, namely chains invol-
ving dense square and upper/lower triangular matrices.

e Finally, it may be interesting to determine, when they exist, several solutions for a gi-
ven MCP problem i.e. several OCP’s for a given matrix chain. Then, by adopting some
particular criteria, a comparison between these solutions may be achieved. As a matter
of fact, each OCP may be represented by a weighted binary tree (BT) where each node
corresponds to the product of two matrices and is weighted by the number of operations
required by this product [8]. We may then use the structure of the BT e.g. the height (i.e.
number of levels) and/or the width (i.e. maximal number of nodes per level) as compa-
rison criteria. Indeed, as may be deduced from [7], [8], then generalized, choosing a BT
with an adequate structure (e.g. with minimum height or maximal width...) would lead
to the design of more efficient parallel algorithms for computing the associated product
matrix A=A;...A,.
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Résumé Nous considérons un ensemble A/ de travaux & ordonnancer sur m machines
paralleles identiques, ott m est fixé. Soit N1 un sous-ensemble de N. L’objectif est de
déterminer un ordonnancement qui minimise un critére régulier global (sur tous les
travaux) tout en minimisant un critére régulier local sur I'ensemble N;. Il s’agit ici
de I'approche e-contrainte ou la valeur de I’objectif local sur le sous-ensemble N7 ne
doit pas dépasser une certaine valeur €. Plus particuliérement, nous nous intéressons
a deux critéres globaux réguliers : minimiser la date de fin d’exécution du dernier
travail de N notée C’max(/\/) et la moyenne des dates de fin des n travaux notée
> C;j(N). Pour chaque critére global nous minimisons la somme des dates de fin des
travaux de N1, notée »  C;(N1). Quelques résultats de complexité seront présentés
ou des cas polynomiaux triviaux sont identifiés. Des méthodes exactes basées sur la
programmation dynamique seront développées.

Mots-Clefs. Ordonnancement ; Travaux interférants ; Machines Paralleles ; Complexité ;
Programmation Dynamique.

1 Introduction

Généralement dans la littérature de 'ordonnancement, la qualité d’une solution est donnée
par une mesure appliquée a I’ensemble des travaux. En effet, les modeéles classiques considérent
soit tous les travaux équivalents soit différents dans la mesure ol des poids sont ajoutés pour
les différencier. Ainsi, la qualité de 'ordonnancement global est quantifiée en appliquant la
méme mesure a ces travaux sans distinction. Par exemple, la mesure peut étre la minimisation
de la date de fin d’exécution du dernier travail (makespan), la somme des temps de traitement
(flow-time) pondérée ou non ou encore une mesure liée au retard des travaux comme minimiser
la somme pondérée des dates de fin d’exécution, le retard total pondéré ou le nombre de
travaux en retard pondéré, etc.

Dans certaines situations concretes, il peut étre nécessaire d’examiner plusieurs aspects de
I'ordonnancement comme la moyenne des temps de fin de traitement avec une autre mesure
relative au respect des dates d’échéance (date de fin impérative), par exemple. Atteindre un
bon compromis entre les criteres est un chalenge. On parle alors de 'ordonnancement mul-
ticritéres [T’kindt and Billaut, 2006] et [Hoogeveen, 2005]. Une fois de plus, dans ces études,
chaque fonction objectif est appliquée a I’ensemble des travaux.

Il arrive dans certains cas que ’application de la méme mesure a tous les travaux ne soit
pas pertinente. En effet, il est possible d’envisager un atelier ou les travaux ont la particularité
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suivante : des travaux d’un premier sous-ensemble peuvent avoir une date de fin souhaitée
avec une permission de retard (& étre réduite au minimum), ceux du second sous-ensemble
peuvent avoir des dates de fin impératives et d’autres constituant un troisiéme sous-ensemble
n’ont pas de date d’échéance (produire pour le stock). Pour le premier type, le décideur veut
réduire au maximum les retards quant au deuxiéme type de produits, il ne tolére aucun retard ;
cependant pour le dernier type de travaux, il veut réduire la valeur totale (ou la moyenne) des
temps de traitement. L’ordonnancement de chaque sous-ensemble est évalué en fonction de
différents objectifs, mais ces travaux sont en concurrence avec l'usage des machines. Il s’agit
d’un probléme d’ordonnancement multicritéres ou un nouveau type de compromis doit étre
obtenu. Ces problemes d’ordonnancement sont appelés dans la littérature “Ordonnancement
multi-agent" [Agnetis et al., 2000,Cheng et al., 2006] ou “Ordonnancement avec des agents
concurrents" [Agnetis et al., 2004].

Or, cette notion de l'ordonnancement multi-agent peut étre différente dans certaines si-
tuations réelles ou les sous-ensembles ne sont pas forcément disjoints. Par exemple, ’atelier
de fabrication des roulements & billes [Pessan et al., 2008a,Pessan et al., 2008b]), l'objectif
principal (global) est la régularisation du flux de sortie de la ligne de production (3 C;).
Toutefois, pour une partie de la production (des travaux définissant le sous-ensemble A7) une
autre mesure de performance peut étre appliquée comme la réduction du nombre de travaux
en retard ou de toute autre mesure relative au date d’échéance. Mais la mesure sur ’ensemble
des travaux - y compris N] - reste valable. On parle alors d’“ordonnancement de travaux
interférant”.

Dans la litérature tres peu de résultats sont consacrés a ’ordonnancement de travaux
interférant. Dans [HuynhTuong et al., 2008], les auteurs s’intéressent au flow shop & deux
machines avec travaux interférants. L’objectif est la minimisation de date de fin du dernier
travail sous la contrainte que la date de fin de traitement du dernier travail de N7 ne dépasse
pas une certaine marge. L’approche e-contrainte est donc considérée. Les auteurs montrent
que le probleme est NP-difficile au sens ordinaire ot un algorithme pseudo-polynomial basé sur
la programmation dynamique pour la détermination d’une solution non dominée est proposé.
Il est & noter que le probléme étudié dans [HuynhTuong et al., 2008] est le cas général du
probléme d’ordonnancement multi-agent présenté dans [Agnetis et al., 2004], et qui peut étre
résolu par l'algorithme proposé. Le cas de machines paralleles pour la minimisation de la
somme des dates de fin de I’ensemble des travaux a réaliser tout en minimisant la somme des
dates de fin des travaux du sous-ensemble N7), a été étudié dans [Soukhal et al., 2008]. Une
méthode exacte de type procédure par séparation et évaluation et une heuristique efficace ont
été développées.

Concernant les modeéles multi-agents, dans [Agnetis et al., 2000], les auteurs considérent
le job-shop avec deux sous-ensembles de travaux disjoints N7 et N, avec N1 UNy = N et
N1 NNy = (0. Chaque agent se voit confier donc un sous-ensemble. Un algorithme polynomial
a été développé pour réaliser des compromis entre les deux agents.

Le cas d’une seule machine avec agents conccurents a été largement étudié dans la littéra-
ture. Citons par exemple les travaux publiés dans [Baker and Smith, 2003], [Agnetis et al., 2004],
[Yuan et al., 2005], [Cheng et al., 2006] et [Cheng et al., 2008].

Dans [Baker and Smith, 2003], les auteurs cherchent & minimiser une combinaison linéaire
de trois criteres réguliers (Crmax, Y w;C;j, Lmax). Quelques résultats de complexité et des cas
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polynomiaux ont été illustrés. Par la suite Yuan et al. [Yuan et al., 2005] proposent des ré-
sultats complémentaires aux travaux de Baker et Smith [Baker and Smith, 2003].

Dans [Agnetis et al., 2004], les auteurs s’intéressent également au flow shop et open shop
avec deux sous-ensembles disjoints N7 et Na. L’approche e-contrainte est considérée. Quelques
résultats de complexité ont été élaborés. Pour résoudre le cas d’une seule machine avec deux
agents concurrents, les auteurs développent des algorithmes basés sur la programmation dy-
namique.

Dans [Cheng et al., 2006] les auteurs s’intéressent au cas de m sous-ensembles disjoints
de travaux Ni..N,, (U™, N; = N)). Chaque travail dispose d'une date d’échéance. Chaque
sous-ensemble est mesuré par le nombre total de travaux en retard. Le probleme considéré est
connu sous le nom de "goal programming”, noté par 1||GP (Y w;U;(N1), ..., > w;U;j(Now))
oull Y w;U;(NM) <er,....yw;Uj(Npm) < em|—. Le probléme est montré NP-difficile au sens
fort. Cependant, il peut étre résolu en temps pseudo-polynomial lorsque le nombre d’agents
(m) est fixé et en temps polynomial si en plus les poids sont unitaires. Les auteurs proposent
un schéma d’approximation totalement polynomiale (FPTAS). Le cas de multi-agent avec m
fonctions objectif de type MinMax est étudié dans [Cheng et al., 2008]. Les auteurs consi-
derent I'approche "goal programming” et montrent que le probleme de faisabilité peut étre
résolu en temps polynomial méme si deux types de travaux sont soumis a des contraintes de
priorité. Les problemes 1][ 37, (Lmax(N5)), 1| X0 (Tmax (V) et 1|20 (3 w;C5(NG))

sont montrés NP-difficiles. Quelques cas polynomiaux ont été identifiés.

Le reste de cet article est organisé comme suit. Dans la section 2, nous définissons le
probléme étudié et nous présentons quelques notations utilisées. La section 3 est consacrée au
cas d’une seule machine. Les critéres retenus sont : minimiser le Cinax des travaux de A tout en
minimisant Y C;(N7) ; minimiser la moyenne des dates de fin d’exécution de tous les travaux
>~ C;(N) avec la condition que ) C;(N7) < €. Les preuves de complexité seront montrées et
quelques cas polynomiaux sont identifiés. La section 4 est consacrée essentiellement a 1’étude
de la méthode de résolution basée sur la programmation dynamique pour résoudre les deux
problémes d’ordonnancement considérés sur m machines paralleles identiques.

2 Notations et définition du probleme

Dans cette étude, nous considérons un ensemble N de travaux & ordonnancer sur m
machines paralléles identiques, ot m est fixé. Soit N; un sous-ensemble de N (M7 C N). La
qualité de la solution est donnée par une mesure appliquée & ’ensemble des travaux N et
par une autre mesure appliquée & ceux de N;j. L’'un des objectifs est borné et I'autre doit
étre réduit au minimum. Nous supposons que tous les travaux sont disponibles a la date
zéro; la préemption n’est pas autorisée; les durées opératoires sont connues, indépendantes
et entieres notées p;,1 < j < n; les machines sont disponibles et ne peuvent traiter qu'une
opération a la fois. On note C; la date de fin d’exécution du travail J;, 1 < j < n. Deux
critéres sont considérés a la fois : un objectif local qui est la minimisation de la moyenne des
dates de fin des travaux de N; notée > C;j(N7) et un autre global qui est la minimisation
soit de la valeur maximale de date de fin d’exécution des travaux de N notée Cypar(N) soit
la moyenne des dates de fin des n travaux de l’ensemble N notée Y C;(N). L’approche e-
contrainte est considérée dans cette étude. Par exemple, on cherche a minimiser le temps de
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séjour de l'ensemble des travaux (D> C;N) sous la contrainte que le temps de séjour d’un
sous-ensemble des taches > C;N; ne doit pas excéder une certaine valeur fixée -soit par le
décideur soit par le client-. Selon la notation classique de 'ordonnancement en trois champs,
les deux probléemes étudiés sont notés comme suit :

L 1f[e(Cmax(N)/ 22 C5(N)) 5 Pmlle(Cmax(N)/ 32 C5 (M)
2. 1le(2C;(N)/ 22 C5(M)) s Pmlle(32 C3(N)/ 32 C5(MN)

3 Ordonnancement sur une seule machine

3.1 1|[e(Cmax(N)/ Y C;(N1))

Considérons le probléme 1||E(Cmax(./\/ )/ > C; (./\/1)) Dans le cas d’une seule machine,
minimiser le makespan sur I’ensemble de travaux N semble étre un criteére redondant, sauf si
le deuxiéme criteére est non régulier (par exemple, les critéres du type ’juste-a-temps’). Ainsi,
le probleme d’ordonnancement des travaux interférant sur une seule machine est polynomial
si le second critére défini sur le sous-ensemble A est > C;. Une solution optimale est donc
calculée en utilisant la régle SPT (réegle WSPT dans le cas Y w;C;) qui détermine la sous-
séquence optimale des travaux de N suivie des autres travaux ordonnancés dans un ordre
arbitraire a la fin de la séquence.

Par conséquent, nous avons :

Property 1. Probléme 1|[e(Cinax(N)/ > w;C;(N1)) est polynomial.
Remarque. Cela reste également vrai pour le cas 1]|e(Crmax(N)/Crmax(N1))
Property 2. Probleme 1||e(Crax(N)/Cimax(N1)) est polynomial.

Preuve. Une meilleure solution S peut étre obtenue en ordonnancant arbitrairement
d’abord les travaux de AN suivis des travaux de N. Si Py1 = ZJj en, Pj < g, alors il n’y
a pas de solution réalisable a ’approche e-contrainte. Sinon, S est la solution désirée. La
complexité est donc en O(n).

3.2 1]le(XC;(N)/ X Cj(N1))
Quelques propriétés Il existe une solution optimale qui respecte les propriétés suivantes :

Proposition 1.

1. Pas de temps mort entre les travauxr ni au début de [’ordonnancement

2. L’ordonnancement des travauxr du sous-ensemble Ny respecte l'ordre SPT : p; < p; &
i <prec J;J1,Jj € N1

3. L’ordonnancement des travauz du sous-ensemble (N — Ny) respecte lordre SPT : p; <
pj & 1 <pree J3 Ji, Jj & N1

Proposition 2.

Si p; < p; alors i doit étre ordonnancé avant j, V(i,j) € N1 x (N \ M1).
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Résultat de complexité Tout d’abord, afin de montrer la complexité du probleme étudié,
nous allons définir un probleme de partition particulier que nous nommons ”"Probléeme de
Partition avec éléments distincts”.

Considérons le probleme de Partition qui est NP-difficile au sens ordinaire.

PARTITION [Garey and Johnson, 1979]
Donnée : Un ensemble A de r éléments a1, as,...,a,, d’entiers notés s(a;), Vi,1 < i < r,
> i1 8(a;) = 2B.
Question : Existe-t-il un sous-ensemble A; des indices tel que 3¢ 4, 5(ai) = X ic(12. 4, S(ai) =
B?

Soit le probléme de partition avec éléments distincts que nous notons PAED. Ainsi, nous
avons :

PAED
Donnée : Un ensemble B de t éléments by, by, ..., b, d’entiers notés (s(b;) # s(b;), Vi, j),
St s(bi) = 2C.
Question : Existe-t-il un sous-ensemble By des indices tel que 3,5, $(bi) = > ic(10. 15, 5(bi) =
c?

Property 3. Le probleme PAED est NP-difficile.

Preuve. A partir de I'instance de Partition s(a;) < s(az) < ... < s(a,), nous définissons
une instance du probleme PAED comme suivant : t = 2r et :

- S(bl) :i, Vi = 1,2,...,7‘,

— 8(bpgi) = K x s(a;) — i, Vi=1,2,...,r.

Ou k et C sont définis par K =r(r+ 1) et C = K x B.

Nous montrons que la réponse au probléeme de Partition est "OUI” si et seulement si la
réponse au probleme PAED est "OUT”.

Supposons que ’on sache résoudre la PARTITION avec A; et As les deux ensembles des
indices qui constituent la solution de la partition. L’ensemble By est défini comme suit : pour
un indice quelconque i € Ay, les indices i et r + i appartiennent a B;. De la méme maniére,
pour un indice quelconque i € As, les éléments i et r + i appartiennent a Ba.

Nous avons donc : 3 i s(bi) = D ica, @+ D e, (K X s(ai) —i) = > e 4, K % s(a;)
=K XY ic4, 8(a;) = KB = C et de méme pour ) ;5 s(bi).

Par conséquent, By et By définissent la solution du probleme PAED.

Supposons maintenant qu’on sache résoudre PAED. Soit X le sous-ensemble des indices
inférieurs ou égaux a r dans By et soit Y = B; \ X. Nous avons :

D si) = sbi)+ Y sb) =Y i+ > (Ks(aiy)—(i—r))=KB

i€B1 i€X €Y i€ X €Y

Par conséquent, K x Y.y s(ai—r) + D ey — 2 ey (i—7) = KB

Nous avons :

Y ext— ey =) <3 exi < —7'(TQ+I) (car | X| < 7 qui est équivalent & Y, i —
Yicy(i—1) < K/2).

- Ziex (e ZieY(i —r)> = Ziey(i —).
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Comme Y appartient & [r + 1, 27] nous avons
) rir+1—7)+@@2r—r r(r+1
Z(zfr) <(r+l-r)+@r+2—r)+...+2r—-r) = I ; ( ) = ( )’

, 2
€Y

et donc ), vi—> oy (i —7)> —K/2
Finalement, nous avons —K/2 < . vi—> . (i —7) < K/2et >, vi—> . y(i—7)
qui doit étre un multiple de K. Par conséquent, » . i — >,y (i —r) = 0. Nous déduisons
que K x >,y 8(ai—r) = K X 3,0y ;. 8(ay) = KB. Nous obtenons une partition de A
en deux sous-ensembles avec A; = {i’ =i —r/i € Y}. Le sous-ensemble A; définit alors une
solution du probleme de Partition.

Analysons maintenant la complexité du probleme 1[e( Y C;(N)/ > C;(N1)).
Property 4. Le probleme 1|[e( Y C;(N)/ 3 C;(N1)) est NP-difficile.

Preuve.

Soit INTERF le probléme de décision associé au 1||e( Y- C;(N)/ 3 C;(N1)). Ce probléme
est défini par :

INTERF
Donnée : Un ensemble N de n travaux, un sous-ensemble N7 C N, durée opératoire p; pour
chaque travail j, 1 < j < n, deux valeurs entiéres Y et Y.
Question : Existe-t-il un ordonnancement o pour N tel que Zje/\/ C; <Yet Zje/\/l C; <
Y, ?

Nous montrons que PAED « INTERF.

Considérons une instance de PAED et supposons sans perte de généralité que s(a;) <

s(az) < ... < s(az). Nous avons min‘_} = > 1. Il est toujours possible de trouver a et K tel

ag+1

1 a 1
que 1 < a < min/Z] il et aK € N (si = min/_; %+ prenons par exemple o =
K

a; ap+1

et K =ap+1siag1 # ag+1 ou prenons par exemple o = 118:;1;111 et K = 10x a;z+ 1 sinon).
Suite & la définition de o et K nous avons : Ks(a;) < aKs(a;) < Ks(ai+1) < aKs(ay1).
Soient f=a—1,3>0et X = K>I_, (2@ —i+1)+ (2t — 2i + 1)) x s(a;).
Nous construisons une instance du probleme INTERF comme suit : n = 2t et
~ Pei-1y = K x s(a;), ¥i=1,2,...,1,
~ Py = o x s(a;), Vi=1,2,...,1,
-~ Yi=KQ1+a)(X_,(t—i+1)xs(a;)) — KC,
- Y =X+ p6KC,
- N1 =1{2,4,6,...,2t}.
Soit S une solution initiale définie comme suit : S© = {1,2,3,...,2t — 1,2t}, c.a.d. la
séquence ou les travaux sont ordonnancés selon la régle SPT (voir Figure 1).
Nous avons :
Z? 1 Ci(8%) = Ks(ar)+ (Ks(a1)+aKs(a1))+ (Ks(ar) +aKs(ar)+ Ks(az))+ (Ks(ar) +
aKs(ar) + Ks(az) + aKs(az)) + ...
= ZFl C;(S%) = 2tKs(a1) + (2t — 1)aKs(ar) + (2t — 2)Ks(az) + (2t — 3)aK s(as) + ...
= 371 C5(8%) = Ks(a1) (2t + (2t — D)a) + Ks(az)((2t — 2) + (2t = 3)a) + ...
=30 CH(SY) =K Yy (20t —i+ 1) + (2t — 2i + 1)a) x s(a;) = X.
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De la méme fagon, nous obtenons :
djen C;(58% = (K x s(a1) +aK x s(a1)) + (K x s(a1) + aK x s(a1) + K x s(az) + aK x

s(az)) + ...
=D jen C;(8Y%) = (K x s(a1) + aK x s(a1)) + (K x s(a1) + aK x s(a1) + K x s(az) + aK x
s(az)) + ...
= ZZJ.GM C;(8%) =t x (K x s(a1) + aK x s(a1)) + (t — 1) x (K x s(a2) + aK x s(a2)) + ...

=tx
=tx (14+a)K xs(a1))+(t—1)x (1 4+ @)K x s(az2)) + ...
=K1+ a)(t xs(a)+ (t—1) x s(ag) + ...

=Y ien, Ci(80) =K(1+a) Y (t—i+1) x s(a;) =Y, + KC

Par conséquent, cette solution n’est pas faisable pour le probléme INTERF car JEN C; (89 <

(5°)
= 2 jen, Ci(S°)
(5°)

Y mais 3, C;(58% > 1.

L'ensemble des travaux dans N,

Fig. 1. Une séquence initiale avec 10 travaux

Supposons qu’on sache résoudre le PAED. Nous allons illustrer une méthode basée sur

la permutation de certains travaux adjacents dans S° afin de diminuer Zje a, G ce qui
augmentera de fagon raisonable JeEN C; et qui donnera la séquence optimale.

Considérons l'ensemble des travaux G = {j € N'/j = 2i Ai € By}. Notons que G C Nj.

Nous construisons la séquence S' & partir de SO par la permutation d’un travail d’indice dans

G avec son prédécesseur : S'[j] = S°[j — 1], S'[j — 1] = S°[j] pour j € G et St[j] = SY[j]

pour les autres travaux.

Ainsi, il faut calculer les deux valeurs suivantes ;- C; (S1) et >jen: O (S1). Pour cela,

nous analysons d’abord la séquence S’ construite & partir de SY par la permutation de deux
travaux adjacents (I'indice du successeur est dans G).

2 jen Ci(8") = Yien C3(S°) + (pj — pj-1)-
Donc, Zjej\/ Cj(Sl) = Zje/\/' Cj(SO) + Zjeg(pj *ijl) = Zjej\/ Cj(SO) + Zjeg(O‘K X

s(aj/Q) — K x s(a;/2)).

= Zjej\/ Cj(sl) = Zje,/\/ Cj(SO)+2jeg(ﬁsz(aj/2)) = Zjej\/ Cj(SO)—i-ﬁKXZng(S(aj/Q))
= 3 en Ci(8Y) = Y, Ci(8%) + K x C = X + BKC =Y

De méme ZjeNl C;(8") = Zje/xfl C;(58% —pj—1

Par conséquent, >\, C;(Sh) = djen C;(8Y) — > jeg Pi-1

= Zjej\/l Cj(sl) = Zje,/\/l Cj(so) - Zjeg K x S(aj/2)

= ZjeNl C;(Sh) = Zjef\/l Ci(89)—-KC=Y1+KC-KC=Y;

Donc, S* est une solution réalisable et optimale pour le probleme INTERF.
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Supposons maintenant qu’on sache résoudre INTERF. Soit o la séquence. Si o ne respecte
pas les conditions de la proposition 1, alors nous déplagons tous les travaux vers la gauche,
appliquons par la suite la régle SPT pour les travaux de N7, appliquons 'ordre SPT pour les
travaux de A"\ NV;. Par la suite, si deux travaux ¢ et j ne respectent pas la proposition 2, ils
doivent étre permutés. Nous obtenons une nouvelle séquence ¢’ telle que :

= 2ien Cil0') <3 Cilo) <Y (1)

= 2jen: Cil0") <3 jen, Cilo) < (2)

— et o/ satisfait les conditions de la proposition 1 et la proposition 2.

Nous allons maintenant comparer o’ et S°.

Considérons le travail numéro 2i. Ce travail est ordonnancé & la position 2i dans S° et
a la position k& dans ¢’. Supposons que k > 2i. Dans ce cas, il existe au moins un travail
ordonnancé avant la position 2 dans o’ avec une durée opératoire supérieure & py;. Ce travail
ne peut pas appartenir & A7 car les travaux de N; dans ¢’ sont ordonnancés selon 'ordre
SPT. Ce travail appartient donc & N"\ N7. Ce cas n’est pas possible a cause de la Proposition
2. Par conséquent, k < 2i. De méme, nous pouvons montrer que le travail 2i — 1 est a la
position 2i — 1 dans S° et & la position [ dans o’ avec [ > 2i — 1. Ce cas est illustré par la
Figure 2.

1 2 k 1

Fig. 2. Séquences S° et o’ et position des travaux 2i — 1 et 2i

Soit I'ensemble des travaux Ho; = {j/(j =0’ 2i) A (p; < p2i) A(j € N\ N1)}. Par exemple
selon la figure précédente, le travail 2; — 1 appartient & Ha;. Ces travaux sont dans A"\ N7 et
précedent le travail 2i dans S°.

Nous avons Cy;(S%) = Cy;(0’) + Zkeﬂzi pr, selon la définition de Ha;.
= Cai(0’) = C2i(5°) = X pems, Pk
= ZjENl Cj(g,) = Zjej\/l Cj(SO) - 233'6/\/1 Zke?—tj Pk 3)
= Zje/\/l Cjlo') =Y1+ KC— Zje/\/l Zkem Pk

Selon l'inégalité (2) ;. Ci(0") < Y1, nous avons :
Yi+KC - Zje_/\fl Zke?—tj pr <Y1
= KO <) jen, 2Zken, Pr
= KC <Y icn, Zren, Kslagsn 2)
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=C< Zje/\/l Zkeﬁj s(a(r+1)/2) (4)

Par rapport & la solution initiale S et selon la proposition 2, la position du travail j € N}
dans ¢’ sera inchangée ou déplacée vers la gauche. De méme, la position du travail j € N\ N;
dans ¢’ sera inchangée ou déplacée vers la droite. La différence de date de fin d’exécution
d'un travail j € N\ V] entre deux séquences o’ et SY est déterminée par la somme des durées
opératoires des travaux de N ordonnancés apres j dans S° et ordonnancés avant j dans o’.
Par exemple, selon la Figure 2, la déviation de la date de fin d’exécution du travail 2; — 1
entre deux séquences o’ et S est au moins égale & po;. Plus généralement, nous avons :

Coi—1(0") = C2i—1(S%) + e p|2i 167, P
= 2jenwi Cil0) = Xjenws Ci(8%) = Xjenn Lnennlsens Pr
= 2 jen i Ci(0) = iennnn Ci(8%) = Xheniljer 2ojenwi Pk = Dokenn 2o jery Pk

Donc, la déviation de la somme des dates de fin d’exécution entre deux séquences o’ et
S0 est définie comme suit.

225 Ci(0) =22, C5(8%) = (Xjen Cil0) =2 jen Ci(8M))+H(Eieann Ci(0) =2 jeann, Ci(S?)).
Selon (3), nous avons : Zje/\/l Ci(a") — Zje/\/l Cj(SO) = Zje/\/l Zkeﬂj Dk

= Zj Cj(o’) — Zj C;(S°%) = Zke/\/l Zje?—[k Pr — Zje]\/l Zke?—tj P

=32 Ci(0") = 32, C5(8°) = X jeny Zonen, (5 — pr)

Depuis p; > pi ot j € N1,k € H;, nous avons p; > pigt1 avec j,k+1 € Ny et k € H; (5)

= Zje,/\/' Cj(o’)ijeN CJ(SO) 2 Zje/\/l Zke’)—[j (Pkt+1—pr) = Zje/\/l Zkeﬁj (O‘Ks(a(k+1)/2)*
Ks(aget1)/2))

= 2 5en Ci(0") = X5en Ci(8%) = BE 3 e py Yken, $(a(rr1y/2)

= 2 ien Ci(0') = e Ci(8%) + BE 3 s, > ker; S(ak1)/2)

Selon I'inégalité (2) que 3 cn, D pen, S(a(i+1)/2) = C, nous avons alors :
Yien Ci(0") =2 35 Ci(S9) + BEC =Y (6)

Par conséquent, grace aux (1) et (6), nous déduisons que ;-\ Cj(0’) =Y.
Autrement dit, toutes inégalités (4) et (5) doivent étre des équations (des égalités) :

{Zje/\/l Yken, S(a@+1y/2) = C
pj =prr1 o jeN, keH,;

Rappelons que les durées opératoires des travaux sont toutes différentes. Ainsi, soit p; =
Pr+1 (cad. [H;| =1) ou |H;| =0o0uje N, keH,.

= |H;| < 1,VjeMN

= Légalité 3 e ny D per, S(a(kt1)/2) = C définit le sous-ensemble By de PAED.

Par conséquent, les travaux j avec |H;| = 1 définissent la solution By du probléme PAED.
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4 Ordonnancement sur m machines paralleles identiques

4.1 Pm||e(Cmax(N)/ > Cj(N1))

Complexité Comme le probléme d’ordonnancement Pm||Cax est NP-difficile [Lenstra et al., 1977],
nous avons la propriété suivante :

Property 5. Probleme Pm||e(Crax(N)/ Y- Cj(N1)) est NP-difficile.

Programmation dynamique Sans perte de généralité pour le cas de m machines paralleles
identiques, nous allons illustrer d’abord notre approche au cas de deux machines paralleles.

Supposons que les travaux dans N sont numérotés de 1 & ny = |N7| et que les travaux
dans A\ V] sont numérotés de ny + 1 a n.

Soit F(i,7,P1,Q1) = Z(JkeM2)pk le colit minimum pour 'ordonnancement des travaux
{1,2,...,1} € N7 et des travaux {n; + 1,n1 +2,...,5} € N\ N tels que la durée d’exécution
des travaux sur M; est égale a P;. Q1 dépend de e-contrainte Y C; (N7).

La décision consiste & affecter un travail de N; ou de N'\ N sur M; ou sur Ms.

Nous introduisons les notations suivantes : F; ;) = Z1§k§z‘ pr + Zn1+1§k§j pr. La quan-
tité P; ;) — P1 désigne la durée d’exécution des travaux sur la machine Mz. Considérons que
Q1 correspond & Y C;(N7). De plus, supposons que les travaux sont rangés selon la regle
SPT : p1 < D2 <..< Pn,q and Pni+1 < Pni+2 <..< DPn-

La fonction récursive générale est alors :

F(O705P15Q1) 207 (VPth Z O)
F(iajaPth) = +OO7 (V’L,j € {0715---7n};v(P15Q1) < (070))
F(i—1,5,P1 —p;, Q1 — P1) ‘
T ) : | Vie {l,...,m)}:
?71a]7P1aQ17P(i,j)+P1)+pza Vje{nlJrl,...,n—m};

F(

F(i,j—1,P —p;,Q1), )

Ly ] VO’O<P7 S]Dnna
F(i,j—1,P1, Q1) +p, (0,0) < (P1,Q1) < (P, n)»€)

F(i, j, P1,Q1) = min
Z,

La valeur de la solution optimale est égale au minp/o<p,<p max(F(ni,n, P1,Q1), P1).
Cette solution est obtenue en utilisant ’algorithme de retour en arriére classique (”a classical
backtracking algorithm?™).

Une solution optimale est stockée par le quadruplet défini comme suit

argminp, @>o) (max(F(ni,n, P1,Q1); P1))

Par conséquent, la complexité est en O(n?Pe). Nous obtenons donc la propriété suivante
pour le cas de m machines.

Property 6. Une solution optimale du probleme Pm/||e(Cmax(N)/ Y C;(N1)) peut étre déter-
minée en O(n?P™ le).

Remarque. Si N = ¢, alors le probléme devient & Pm||Cpax. Dans ce cas, nous n’avons
pas besoin des indices 7 et Q1 dans la fonction récursive F(i, j, P1, Q1). La complexité de cet al-
gorithme est donc en O(nP™~1) qui est la méme complexité de I’algorithme de [Rothkopf, 1966]
pour la résolution du probléeme Pm/||Ciyax-
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4.2 Pmlle(C;(N)/ 32 C;(M))

Complexité Comme le probléme d’ordonnancement 1|[e(>" C;(N)/ 3" C;(N7)) est NP-difficile
(c.f. propriété 4), nous avons la propriété suivante :

Property 7. Probleme Pm|le(}" C;(N)/ > C;(N1)) est NP-difficile.

Programmation dynamique Nous allons d’abord exposer quelques propriétés qui nous
permettent par la suite de définir un programme dynamique au probléme considéré dans
cette section.

Il existe une solution optimale qui respecte les propriétés suivantes :

Proposition 3.

1. Pas de temps mort entre les travauz ni au début de l'ordonnancement sur chaque machine

2. L’ordonnancement des travaux du sous-ensemble N1 sur chaque machine respecte l’ordre
SPT : DPi Sp] S <precj;Ji7Jj S Nl

3. L’ordonnancement des travauz du sous-ensemble (N — Np) sur chaque machine respecte
Vordre SPT : p; < pj <1 <prec J; Ji, Jj & N1

4. St les deux travauz J;, J; sont ordonnancés sur la méme machine et p; < p; alors i doit
étre ordonnancé avant j, V(i,7) € N1 x (N \ M1).

Sans perte de généralité, nous allons illustrer notre démarche dans le cas de deux machines
paralléles identiques.

Supposons que les travaux de N sont indicés de 1 a ny = |[Ni| selon Pordre SPT et que
les travaux de N\ V] sont indicés de n; + 1 & n selon ordre SPT.

Soit F(i,5,P1,Q1) = Z(JkEN) Cy le colit minimum de Pordonnancement des travaux
{1,2,...,1} € Ni et des travaux {n; + 1,n1 + 2,...,j} € N\ N tel que la durée d’exécution
des travaux sur M; est égale a P;. @1 dépend de e-contrainte > Cle.

Soient les notations P j), P; ;) — P1 et Q1 telles définies dans la section 4.1. On peut
donc écrire la fonction de récurrence générale comme suit :

F(0,0,P,Q1) =0, (VP1,Q1 > 0)
F(’i,j, Plan) = +OO, (Vl,j € {Oa ]-7 .. '7n};v(P17Q1) < (0,0))
F(i—1,5,P1 —pi;, Q1 — P1) + Py,
F(i—1,7,P1,Q1 — Py ) + P1))+ Py — P,
F(i,j—1,P —pj, Q1) + P, ’
F(i,j—1,P1,Q1) + P, ;) — P

F(iajaplan) = min

avec
ViE{l,...,Nl};
el N\ Ny
V(0,0) S (PI;QI) S (P(nl,n)75)

La valeur de la solution optimale est égale au minp o< p, < pro<q,<cF'(n1,n, P1, Q1). Cette
solution est obtenue en utilisant I’algorithme de retour en arriére classique (classical back-
tracking algorithm). Par conséquent, la complexité est en O(n?Pe). Nous obtenons donc la
propriété suivante pour le cas de m machines.
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Property 8. Une solution optimale du probleme Pml|e(d>" C;(N)/ > C;(N1)) peut étre dé-
terminée en O(n?P™m1e).

Conclusion

Dans cet article, nous nous intéressons aux problémes d’ordonnancement avec travaux
interférant sur m machines paralléles identiques, ot m est fixé. Il s’agit donc de problémes
d’ordonnancement multicritere différents de la notion classique. L’approche e-contrainte est
utilisée pour résoudre le probléme bi-critére £(Z;/Z3) ou Z; est s0it Cag(N) soit Y C;(N)
et Zs représente Y Cj(N7). Ces deux problémes sont montrés NP-difficile au sens ordinaire.
Deux programmes dynamiques sont donc proposés. Il est noté que dans le cas particulier
du probleme Pm||e(Crraz(N)/ D Cj(N1)) out Y Cj(N1) = ¢, le probléme correspond au cas
classique monocritére Pm||Ciy,q.- La complexité de notre programme dynamique est identique
au programme dynamique proposé par [Rothkopf, 1966] pour ce cas classique.

Néanmoins, il serait intéressant d’étudier d’autres criteres, régulier en premier lieu, afin
d’effectuer un état de 'art complet en se basant sur I’approche e-contrainte ou une autre
approche telle que la combinaison linéaire, par exemple.
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Résumé The capacity of a railway infrastructure stands for the maximum circula-
tion that can pass through it within a given time horizon. Its evaluation has become
an essential economic issue for both infrastructure managers and train operators, and
several approaches were proposed in this goal. This paper considers the problem of mea-
suring the capacity of the Pierrefitte-Gonesse junction, an important crossing point for
various types of traffic in France. Capacity can be evaluated by solving an optimiza-
tion problem called “saturation problem”. Given an over-dimensioned train schedule,
it entails routing a maximum number of trains through the infrastructure, possibly
allowing delays but preventing safety-related conflicts and other practical exploitation
constraints.

This paper presents a new integer programming formulation for the saturation problem,
based on the work by Lusby et al. (2006) for an analogous problem, as well as a fast pre-
processing algorithm for generating constraints with minimum redundancy. This model
is compared to a previous formulation proposed by Delorme (2003). Experimental
results show that solving the LP relaxation of the new formulation is slower as the
model is denser, but provides significantly tighter upper bounds. Based on these results,
we finally discuss how to derive an efficient approach to solve at optimality this hard
and large-size saturation problem.

Mots-Clefs. Railway Infrastructure Capacity ; Set Packing Problem ; Pre-processing

1 Introduction

1.1 The Railway Infrastructure Capacity Problem

Optimizing the use of the railway tracks is an essential economic issue for railway mana-
gers as well as for train operators. At strategic level, new infrastructures must be properly
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dimensioned so that they fit with the predicted traffic offers. At tactical level, operators may
want to design schedules that maximize their circulation, and managers want to make their
infrastructure as profitable as possible.

This issue requires to evaluate the capacity of a given infrastructure, that is the maximum
number of trains that can be routed through the infrastructure within a certain time interval,
given a train schedule, a quality of service and some operational requirements [13]. The given
train schedule — also known as the offer — refers to a set of trains that each requests a
route through the junction at some time within the time horizon. Operational requirements
include all constraints that a feasible routing must respect, such as speed limits, minimum
headway between trains, and other safety constraints. Finally, the quality of service is a hardly
quantifiable criterion which includes, for instance, the routing ability to absorb delays.

Capacity can be calculated at different scales, the largest ones involving entire railway
networks, subnetworks or links between big cities. At small scale, the infrastructure is a
railway nodes such as a junction or a station. In many complex nodes, tracks cut one another,
which may imply that some trains block others. In such situations, it becomes hard to evaluate
how many trains from a given offer can circulate.

The offer given in entry may induce conflicts. There is a conflict between two routes if
they imply that both trains occupy the same resource at the same time. More precisely,
the infrastructure is physically discretized into detection zones, which is the smallest unary
resource on which a train can be detected.

This paper focuses on finding the capacity of a complex node, the Pierrefitte-Gonesse
junction, located at the north of Paris (France) and subject to a very heavy and heterogeneous
traffic.

1.2 Saturation and Feasibility Problems

In [9], capacity computation is formulated as an optimization problem called saturation
problem. It consists in inserting as much circulation as possible into the infrastructure, given
a (possibly empty) pre-existing circulation. The successfully inserted trains represent the
infrastructure available capacity margin (or its absolute capacity if there was no pre-existing
circulation) for a given offer. An analogous problem, the feasibility problem, is to determine
whether, given a traffic offer, all trains can be routed through the infrastructure without being
delayed, or not [9].

Both problems imply maximizing the number of trains routed through the infrastructure.
Hence, as we will see, the same formulations apply. However, feasibility often implies consi-
dering a moderate offer with small possible delays, whereas saturation entails considering
an offer exceeding infrastructure capacity and allowing large delays. This notably implies
much larger instance sizes and a more combinatorial problem in the optimization than in the
decision case.

1.3 Previous Works

In the optimization literature, capacity problems are considered separately at railway net-
work scale or at railway node scale. Hachemane’s work [13] is one of the earliest and includes a
method for computing the capacity on railway networks using a constraint progamming-based
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method, without proving optimality at node scale. In [4,5,6], Caprara et al. aim at optimi-
zing train timetablings on corridors between big cities. Authors propose several approximate
and exact integer programming (IP)-based solution algorithms. Borndorfer et al. [1,2,3] also
propose an IP formulation for maximizing circulation at network scale. At operational level,
Dariano et al. [7] present a method for reorganizing traffic in order to minimize disruptions
incurred to delayed trains.

At the node scale, important studies were done in the context of projects for the Dutch,
French and German railway infrastructures.

Within the Dutch project STATIONS, Zwaneveld et al.[18,19] propose an IP formulation
for solving the feasibility problem on big railway stations. The authors obtain good results
by using a branch-and-cut procedure applied to a strengthened node packing problem (NPP)
formulation.

In the context of the French project RECIFE [16], Delorme [9] adapts this formulation
to the saturation problem on the Pierrefitte-Gonesse junction and proposes an approximate
resolution using the Greedy Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP) metaheuris-
tic [10]. It was later replaced by the Ant Colony Optimization (ACO) metaheuristic [11,12]
which has given the best results so far. Constraint programming-based methods were also
developed in [8,15] for formulating and solving the capacity problem in railway nodes.

More recently, Lusby et al. [14] present a new IP formulation based on a set packing pro-
blem (SPP) structure and efficiently solved with a branch-and-price algorithm, using instances
based on a German junction.

1.4 Position and Organization of the Paper

As written above, only approximate methods have been developed for the RECIFE pro-
ject. This paper focuses on solving exactly the saturation problem, hence contributing to this
project. In view of the good results obtained by Lusby et al. [14], we adapt their IP formu-
lation by developing several pre-processing algorithms, leading to a significantly tighter LP
relaxation than with the NPP formulation. We finally discuss future ideas towards an efficient
exact resolution algorithm.

The next section presents the original NPP formulation proposed by Delorme in [9] for
solving the saturation problem on Pierrefitte-Gonesse and the SPP formulation proposed by
Lusby et al. in [14] for the feasibility problem. Section 3 then describes several algorithms
to adapt this new formulation to our problem. After presenting our instances based on the
Pierrefitte-Gonesse junction and our experimental process in Section 4, Section 5 will show
some encouraging results towards an exact resolution. Ideas for developing an exact method
are discussed in Section 6.

2 Integer Programming Formulations

2.1 Strengthened Node Packing Problem

This formulation is presented by Delorme in [9] for modelling and solving the saturation
problem at the node scale.
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Notation. We denote by T the set of trains constituting the offer. We assume that the
entry and leaving points (i.e. the tracks by which the trains come into and out of the railway
node) are known for each train, as well as their nominal entry times. For each train ¢ € T,
we consider R; the set of all possible routes of ¢ from its entry to its leaving point. We also
consider the finite set A; of possible delays in relation to the train nominal entry time.
Once knowing all train speeds, we know the start and the end of occupation of every
involved detection zone for all possible routes and delays. In our case, we assume that trains
always use the maximum allowed speed. As explained in Section 1.2, detection zones are the
unary resources on which at most one train can stand. We can thus compute Inc the set
containing all pairs of incompatible train-route-delay triplets. Let (t,t') € T?,t # t'. If the
use of route r € R; by train ¢t delayed by § € A; implies using a detection zone at the same
moment as the use of route ' € Ry by train ¢’ delayed by §' € Ay, it produces a conflict.
Therefore, we define ((¢,r,0), (¢',77,0")) € Inc if and ouly if these triplets are conflicting.

IP formulation. For eacht € T, r € R; and § € A;, we define the binary variable :

(1)

. | 1if we activate t on route r with a delay § relative to its nominal time
£ =9 0 else

Using these variables, we give the full IP formulation :

max z = Z Ctrs " Tirs (2)
teT,reR:,0€ A
s.t. > wmas<1 VteT (3)
rER:,0€A:
Tips + Ty <1 V(¢ 1, 0), {7, 0)) € Inc (4)
xers €4{0,1} Nt e T\Vr € R,V € Ay

The saturation problem being to maximize the number of routed trains, the objective is
formulated by (2), where ¢, 5 can be used to define preferences for certain train-route-delay
triplets. In our case, they are all set to 1 and the optimal value gives the number of routed
trains. Constraints (3) ensure that each train can be routed at most once. They are called
unicity constraints. There is one such constraint per train. Constraints (4) ensure that when
two route-train-delay triplets are in conflict, at most one can be activated. The number of
such constraints can be extremely large even for a small number of trains. In our case, the
order of magnitude is about a hundred trains (and the same number of unicity constraints)
issuing several hundreds of thousands conflict constraints. Thus, excepted for the few unicity
constraints, this formulation can be mainly considered as a NPP.

Strengthening algorithms. In order to improve the poor LP relaxation of the NPP, streng-
thening methods are presented in [9], which eventually transform it into an equivalent SPP
formulation :

1. clique generation using the structure of the capacity problem;
2. maximal clique generation;

3. removal of dominated constraints;

4. removal of dominated variables.
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2.2 Set Packing Formulation

A second formulation was given by Lusby et al. in [14] for a feasibility problem. The key
difference comes from the linearization of conflicts in a more compact way.

Notation. The previous notation is analogous to that used in [14]. Still, we must introduce
some more notation. Firstly, this formulation uses a discretization of the time horizon into a
fixed number of elementary time periods. Let Z be the set of all detection zones (also known
as “track sections” [14]) and P the set of all time periods. For each pair of zone and time
period (s,p) € Z x P, we define Occ, , the set of all triplets (¢,r,d) € T x Ry x A; such
that the use of route r by the train ¢ delayed by ¢ implies occupying the zone s during the
time period p. Like the set Inc in the previous formulation, these sets are computed before
resolution.

IP formulation. The IP formulation is analogous to the one defined in Section 2.1, excepted
that Constraints (4) are replaced by the following ones :

> wes<1.,Vs€ZVpeP (5)
(t,r,6)€O0ccs,p

These new constraints are called TSTP constraints (standing for “Track Section-Time
Period” [14]). There is one such constraint for each (s,p) € Z x P. It involves exactly all the
variables associated with route-train-delay triplets which occupy the zone s during the time
period p. Therefore, it prevents triplets that request the same zone during the same period
from being simultaneously activated. As the occupation of detection zones is the only source
of conflicts, TSTP constraints effectively prevent all conflicting routes from being activated
together.

TSTP constraints have the advantage of being in constant number if the offer increases,
in comparison to the previous formulation in which a new train could create many new pair-
wise conflicts. This notably allows authors to use a column generation procedure. Using the
typical [14] 15-second discretization coefficient, this gives a reasonable number of contraints
(experiments made on our instances resulted in a number of constraints between 15000 and
20000). However, running ACO [11,12] on our instances formulated with the SPP model with
such discretization always leads to a 10 to 20% decrease of the best solution. This is explained
by our instances specifying zone occupation times with a 1-second precision, implying that
two non-conflicting trains passing on the same zone inside the same 15-second slot may ac-
tually create a conflict for the new formulation, hence reducing the maximal number of routed
trains. Therefore, to obtain an exactly equivalent formulation, the discretization is forced to
the most precise value needed by the instances. However, it means multiplying the number
of constraints by 15 in the numerical instances, which thus need to be reduced.

2.3 Summary

We have described two similar IP formulations for the saturation and feasibility problems.
The second one brings a new way of formulating conflicts, which is hoped to be more compact
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in order to improve the LP relaxation. It also brings the need for discretizing time, which
can cause either a degradation of the number of routed trains or an important increase of the
number of constraints. The next section proposes some pre-processing algorithms in order to
generate reasonably sized models without penalizing the maximum number of routed trains.

3 A Set Packing Formulation for Capacity

3.1 Purpose and Strategy

As written in Section 1.3, we aim at solving to optimality the saturation problem as
presented in [9] for the Pierrefitte-Gonesse infrastructure.

Major incompatibilities in assumptions and requested data made impossible to implement
the efficient branch-and-price method presented by Lusby et al. [14] for the feasibility problem.
For instance, they require that all signals (e.g. traffic lights) positions and types are known as
well as a lot of other detailed data, whereas we do not have access to these data. An example of
assumption incompatibilty is that speed limits for all zones are described in their intances and
are used for generating columns that represent trains speed variations, whereas our instances
include pre-computed traversal times based on the assumption of constant speed.

However, their IP formulation gives good reasons for hoping for a better upper bound, pro-
vided that some changes are applied to make it fully equivalent to our NPP-based formulation.
These changes entail using our 1-second discretization and applying several pre-processing
strategies to reduce the number of constraints.

3.2 Algorithms for Reducing the Formulation

As a train always stays on a zone for more than one second, we expect the same conflicts
to be encountered on a zone for several consecutive seconds. We also expect that several
different zones may be requested by the same set of trains at the same time. We thus expect
some redundancy in the TSTP constraints.

Several filtering algorithms were developed in order to reduce the problem size by removing
redundancies. They are presented in the following paragraphs. A great care was given to
algorithm speeds as they may be integrated in a global resolution procedure.

Exact redundancy check. This aims at removing constraints appearing more than once be-
fore solving the IP. Most well-known solvers (such as Cplex and Coin-OR) include algorithms
for removing redundant constraints, but some properties of our problem can be exploited to
improve performance :
— considering constraints as simple sets of variables, as all coefficients are set to 1;
— ordering these sets according to variables index number so as to speed up comparisons;
— partitioning intelligently the set of constraints in order to reduce the number of com-
parisons needed to find a redundant constraint : in each subset all constraints have the
same number of variables and the same first variable index.
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Heuristical dominance check. For the SPP, a constraint C; is dominated by a constraint
(5 if all variables of C; are also in Cy. If C; and C5 dominate each other, they are exactly
redundant and were treated by the exact redundancy check.

The idea is to search for dominance relations only between constraints that have the
most chances to present such a relation. Considering there is a good chance of having similar
constraints for a same zone at consecutive periods and for the same period on consecutive
zones, we implemented time period shifting and zone shifting checks, respectively. For the time
period (resp. zone) shifting, each TSTP constraint is checked against all TSTP constraints
associated with the same zone (resp. time period). Together, these algorithms are called
shifting heuristics.

Exhaustive check. This last algorithm is simply a bruteforce check which compares each
constraint not yet proved to be dominated to all others to check wether it is dominated or not.
It logically implies a large number of comparisons (especially for non-dominated constraints)
and thus a much longer computation time.

The pre-processing procedure. The four algorithms are merged into one pre-processing
procedure for the IP formulation. Overall performance is highly dependent on how they are
ordered, as the fastest and most efficient must be placed first in order to remove as many
constraints as possible and reduce the work for slower subsequent algorithms. Tests showed
that the most efficient order is the following :

1. Exact redundancy check;
2. Time period shifting ;

3. Zone shifting ;

4. Exhaustive check.

Together, they constitute what we call the Full Filter. The three first checks constitute
the Quick Filter.

4 Instances

4.1 Infrastructure

The Pierrefitte-Gonesse junction, shown by Figure 1, is crossed by three types of traffic :

— freight trains between Chantilly (Paris suburbs) and the “Grande Ceinture” (a track

going round Paris);

— classical passenger trains (also known as Inter-City trains) between Paris (city centre)

and Chantilly ;

— high-speed passenger trains* between Paris and the high-speed track to Lille, Brussels

and London.

Between the first entry and the latest delayed exit times, the time horizon is 4066 seconds.
The infrastructure is composed of 87 track sections, implying a maximum of 353742 TSTP
constraints before filtering.

The complexity of the infrastructure, its proximity to a big city (implying a heavy traffic)
and the wide range of traffic types make it a good example for treating the saturation question.

4 In French, TGV, “Train & Grande Vitesse”
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Fig. 1. The Pierrefitte-Gonesse junction, north of Paris (France)
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4.2 Traffic Offer

Six instances containing real samples of traffic offer were available. Further tests will
include more instances thanks to a recently developed scenario editor. The offer contained in
each instance is summarized in Table 1.

Instances are split in three pairs, respectively prefixed “FrCl1”, “FrHst” and “All” to be
representative of their content. In each pair, one instance tries to route each train allowing
increments of 15 seconds of delay from the nominal entry time to some specified maximal
delay, while the other allows increments of 30 seconds (for instance, if ¢ € T' is a train with
a maximal delay of one minute, we will have A; = {0, 15,30,45,60} in the first case and
Ay = {0,30,60} in the second). Maximal delay varies from one to three minutes. These
instances are respectively suffixed “15” and “30”.

The number of possible routes for going from an entry to a leaving point varies from 3 to
8 (formally, 3 < |R;| < 8,Vt € T'). The time of passage on every zone is fixed for all routes in
the instances, meaning that the speed of trains is fixed.

Tab. 1. Trains for each instance and number of possible routes

Instances
|Traf‘fic type |Direction |#r0utes FrHst|FrCl|All
2*High-speed |Paris — Lille 6 46 0 |46

Lille — Paris 5 36 0 |36
2*Classical |Paris — Chantilly 8 0 46 |46
Chantilly — Paris 5 0 31 |31
2*Freight Grande Ceinture — Chantilly 4 30 | 30 |30
Chantilly — Grande Ceinture 3 19 | 19 |19

Finally, Table 2 gives the number of binary variables for each instance. As a reminder,
there is one variable for each t € T, r € R; and § € A;. This explains why instances suffixed
with “15” have nearly twice as many variables as instances suffixed with “30”.
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Tab. 2. Number of binary variables per instance

| Instance | #variables|

FrCl 30 2699
FrCl 15 5208
FrHst 30 2517
FrHst 15 4671
All 30 4225
All 15 8074

4.3 Experiments

IP generation and LP resolution. We quantify the benefits brought by the new formu-
lation by measuring the following points :

— the number of packing constraints, to see if we obtain a smaller formulation ;

the optimal solution of the LP relaxation, to see if we have a better upper bound ;

— the time needed for solving the LP relaxation;

the time spent in generating the IP (which consits in finding pairwise conflicts plus
strengthening the NPP in one case, and generating all TSTP constraints plus filtering
dominated ones in the other case).

The number of constraints was compared between the SPP formulation (with and without
filtering) and the strengthened NPP. The solution of the LP relaxations were solved with
Coin-OR Clp (version 1.8) for the SPP and the strengthened NPP. The default solver beha-
viour and options were kept, which notably implied that Clp always used the dual simplex
algorithm because of the great number of constraints. The time required for IP generation
was compared between a previously made implementation for generating and strengthening
the NPP formulation and the newly implemented filtering algorithms that generate the SPP
formulation.

IP resolution. Exact integer resolution was tried on the SPP formulation filtered with the
Quick Filter, using Cplex 11.1 and Coin-OR Cbc 2.2 with their default settings. Cplex was
used on the smallest instances to see if the new formulation allowed to obtain the optimal
solution in reasonable time. Cbc was used with modified instances to measure the effects of
restricting the possible delays on the optimal solution and solving time. The following tests
were run :

— all the instances, but forcing A; = {0},Vt € T (i.e. trains can not be delayed);

— instances “FrCl 15”7, “FrHst 15” and “All 157, forcing A; = {0,15},Vt € T';

— instances “FrCl 30”7, “FrHst 30” and “All 307, forcing A; = {0,30},Vt € T.

The machine used to run all the tests was equipped with a 1.73 GHz Intel Pentium M

processor and 1 GB RAM, excepted for the Cplex test which was run on a 3 GHz Intel Core2
Duo processor with 2 GB RAM.
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5 Computational Results

5.1 Formulation Tightness and LP Relaxation Quality

Overall results. Table 3 shows the number of constraints depending on the formulation.
As expected, there is a great number of constraints in the non-filtered SPP formulation, but
at least 79% of them are removed by the filtering algorithms. We note the efficiency of our
shifting heuristics, shown by the small difference in the number of constraints between the
Quick and Full Filter. Finally, the two biggest instances (“All 30” and “All 15”) contain
with the filtered SPP model approximately half the number of constraints present in the
strengthened NPP model. The four others have nearly the same number of constraints.

Table 4 shows the value of the upper bound found by solving the LP relaxation. There is
a clear improvement, going from 9% to 40%, explained by the fact that the TSTP constraints
are tighter than the cliques generated from the NPP formulation.

These observations show that this new formulation is very satisfactory for the objectives
of improving the upper bound and having a small and tight enough formulation.

It may also be interesting to notice that tests showed that both Quick and Full Filter gave a
smaller formulation than Cplex and Cbc pre-processing algorithms. Experiments showed that
Cbc deletes only exactly redundant constraints, leaving in the formulation between three and
four times as many constraints as what is left by the Quick Filter. Moreover, some instances
(“All 30” and “FrCl 15”) were reported to make Cbc crash because of a lack of memory. Cplex
was reported to leave in the formulation between two and three times as many constraints as
what is left by the Quick Filter.

Tab. 3. Linear constraints containing 2 or more variables

SPP with ...
|Instance ||NPP—based|SPP without ﬁlter|QuickFilter|FullFilter
FrCl1 30 22 538 282 196 18 866 14 011
FrCl 15 44 899 284 959 40 286| 33 704
FrHst 30 19 544 321 162 21 657 16 249
FrHst 15 37 121 327 684 44 035| 37 563
All 30 54 980 325 364 33 927 26 358
All 15 107 219 329 585 68 342| 59 191

Pre-processing results. Table 5 presents the rate of removal from the original SPP formula-
tion by each filtering algorithm. As expected, there are a lot of exactly redundant constraints.
It also confirms heuristics efficiency. All together, they take between 79 and 93% off the total
set of constraints, decreasing significantly the job left to the exhaustive search, which never
exceeds 2.8%.

5.2 Computing Time

IP Generation. Table 6 presents comparative durations for generating the IP, where the
generation of the NPP-based formulation includes the cliques generation pre-processing from
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Tab. 4. Upper bounds obtained by solving the LP relaxation

|Instance ||NPP—based|SPP|Upper bound decrease|ACO best feasible solution

FrCl 30 124 94 24% 88
FrCl 15 125| 95 24% 90
FrHst 30 130| 117 11% 104
FrHst 15 130| 119 9% 103
All 30 201| 121 40% 102
All 15 205| 124 40% 104

Tab. 5. Removal rate for each filtering algorithm for each instance

|Instance ||Exact redundancy|Shifting heuristics|Exhaustive search|

FrCl 30 5% 18% 1.7%
FrClI 15 58% 28% 2.3%
FrHst 30 76% 17% 1.7%
FrHst 15 59% 27% 2%
All 30 65% 25% 2.3%
All 15 45% 34% 2.8%
Average 63% 25% 2.1%

[9]. For the SPP formulation, it includes the generation of all TSTP constraints and the

possible filters applied.

The SPP generation combined with the Quick Filter represents a small improvement
compared to the NPP-based formulation. This good performance is explained by the efficiency
of the methods used to speed up the redundancy check and by the heuristics accuracy.

The Full Filter is much less performant because of the exhaustive search for dominated
constraints. It shows that this search requires a long time (in relation to other measured times)
for removing no more than 3% of constraints, as seen in table 5. We explain this behaviour
by the uncompressible time spent in checking for dominance relations on non-dominated

constraints.

Tab. 6. Required run time (in seconds) for generating the IP formulation

SPP with...
Instance [NPP-based|SPP without filter|Quick Filter|Full Filter
FrC1 30 10 2 6 38
FrCl 15 34 4 13 228
FrHst 30 8 2 7 46
FrHst 15 28 4 12 259
All 30 23 4 11 121
All 15 84 9 25 647
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LP relaxation. The results presented in Table 7 show the time taken for solving the LP re-
laxation using both formulations. Only three measures are present for the SPP model without
filter, because the time required for the other instances was expected to be very long.

It clearly shows a deterioration of the solving time when using the new formulation with
Quick Filter, as it is multiplied by 1.7 in the best case but at least by 4 in all other cases.
In the worst case, it is multiplied by nearly 50. However, the solving time for the SPP with
Full Filter is significantly better than with the Quick Filter, even if it still represents a high
increase compared to the NPP-based formulation. Justifications for these results include :

— the performance loss may come from the fact that constraints containing more variables

imply a denser constraint matrix which makes the problem more difficult to solve;

— a formulation with more constraints is harder to solve because the usage of the dual
simplex algorithm by Clp implies more dual variables, explaining the differences for the
same formulation with different filter combinations; the Clp primal simplex was also
tried but gave worse resolution times;

— the significant upper bound improvement shown in Table 4 means that the LP relaxation
has a sharper polyhedron, implying more iterations for solving it.

Tab. 7. Required run time (in seconds) for solving the LP relaxation for each formulation

SPP with ...
Instance [NPP-based| SPP|Quick Filter|Full Filter
FrCl 30 28| 897 122 57
FrCl 15 181 2531 972
FrHst 30 30(3503 286 171
FrHst 15 103 5106 3087
All 30 7376721 1261 696
All 15 5490 22851 19691

Overall time. Table 8 synthesizes the time required for both generating the possibly pre-
processed IP formulation and solving its LP relaxation. Because of the time taken by the
resolution of the LP relaxation, we observe a significant degradation of the overall time.
Therefore, we lose the benefits obtained thanks to the Quick Filter efficiency and speed. These
results somehow counterbalance the very satisfactory upper bound improvement presented in
Section 5.1.

5.3 Exact Resolution with Cplex

Our attempts to solve to integer optimality the smallest instances in reasonable time using
Cplex 11.1 on a powerful machine were unsuccessful. After three hours, the best solutions were
never better than the best solutions found by the ACO metaheuristic in a few minutes. It
means, among other things, that the improvement of the upper bound is not enough for quickly
obtaining the integer solution. It emphasizes the fact that the default resolu